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Vorrede zur ersten Auflage. 



Wenn ich das Werk, dessen ersten Theil ich hiermit dem 
Publikum übergebe, als Bearbeitmig einer neuen mathematischen 
DiscipUn bezeichne, so kann die Bechtfert^ung einer solchen 
Behauptung nur durch das Werk selbst gegeben werden. 
Indem ich mich daher jeder anderweitigen Bechtfertigung ent* 
schlage, gehe ich sogleich dazu über, den Weg zu bezeichnen, 
auf welchem ich Schritt für Schritt zu den hier niedergelegten 
Besxdtaten gelangt bin, um damit zugleich den Umfai^ dieser 
neuen Disciplin, so weit es hier thunlich ist, zur Anschauung 
zu bringen. Den ersten Anstoss gab mir die Betrachtung des 
Negativen in der Geometrie; ich gewöhnte mich, die Strecken 
AB und BA als entgegengesetzte Grössen aufzufassen; woraus 
denn hervorging, dass, wenn A, B, U Punkte einer geeraden 
Linie sind, dann auch allemal AB-{-BC>wAC sei, sowohl wenn 
AB und BC gleichbezeichnet sind, als auch wenn en^eg^i-» 
gesetzt bezeichnet, d. k wenn C zwischen A und B licigt. 
In dem letzteren Falle waren nun AB und BC nicht als bloase 
Längen aufgefasst, sondern an ihnen zugleich ihre BichtBiiig 
festgehalten, vermöge deren sie eben einander entgegengesetzt 
waren. So drängte sich der Unterschied auf zwischen der 
Summe der Längen und zwischen der Summe solcher Sitteck^ 
in denen zugleich die Sichtung mit festgehalten war. Hieraxut 
ergab sich die Forderung, den letzten Begriff der Suxmue nicht 
I bloss für den Fall, dass die Strecken gleich- oder entgegenge*- 
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setzt-gerichtet waren, sondern auch für jeden andern Fall fest- 
zustellen. Dies konnte auf's Einfachste geschehen, indem das 
Gesetz, dass AB-|-BCJ = AC sei, auch dann noch festgehalten 
wurde, wenn A, B, C nicht in einer geraden Linie lagen. — 
Hiermit war denn der erste Schritt zu einer Analyse gethan, 
welche in der Folge zu dem neuen Zweige der Mathematik 
fiöhrte, der hier vorliegt. Aber keinesweges ahnte ich, auf 
welch' ein fruchtbares und reiches Gebiet ich hier gelangt war; 
vielmehr schien mir jenes Ergebniss wenig beachtungswerth, 
bis sich dasselbe mit einer- verwandten Idee kombinirte. Indem 
ich nämlich den Begriff des Produktes in" der Geometrie ver- 
folgte, wie er von meinem Vater*) aufgefasst wurde, so ergab 
sich mir, dass nicht nur das Rechteck, sondern auch das Pa- 
rallelogranim überhaupt als Produkt zweier an einander stossen- 
der Seiten desselben zu betrachten sei, wenn man nämlich 
wiederum nicht das Produkt der Längen, sondern der beiden 
Strecken mit Festhaltung ihrer Bichtungen auffasste. Indem 
ich nun diesen Begriff des Produktes mit dem vorher aufge- 
stellten der Summe in Kombination brachte, so ergab sich die 
auffifcUendste Harmonie; wenn ich nämlich, statt die in dem vor- 
her ang^ebenen Sinne genommene Summe zweier Strecken 
mit dner dritten in derselben Ebene liegenden Strecke in dem 
eben aufgestellten Sizme zu multiplicben, die Stücke einzeln 
mit derselben Strecke multiplicirte, und die Produkte mit ge- 
höriger Beabachtnng ihrer positiven oder negativen Geltung 
sddirte, so zeigte sich, dass in beiden Fällen jedesmal dasselbe 
Resultat hervoiging xmd hervorgehen musste. Diese Harmonie 
Hess mich nun allerdings ahnen, dass sich hiermit ein ganz 
neues Gebiet der Analyse aufschliessen würde, was zu wich- 
ti^n Resultaten führen kannte. Doch blieb diese Idee, da 
midi mein Beruf in andere Kreise der Beschäftigung hinein- 
2og,' wieder eine ganze Zeit lang ruhen; auch machte mich 
das merkwürdige Resultat anfangs betroffen, dass für diese 
neue Art des Produktes zwar die übrigen Gesetze der gewöhn- 



*) Vergleiche: J. G. Grassmanns Raumlehre Theil 11. pag. 164 und 
dessen Trigonometrie p. 10. 
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liehen Multiplikation und namentlich ihre Beziehung zur Addi- 
tion bestehen blieb, dass man aber. die Faktoren nur vertau- 
Bchen konnte, wenn man zugleich die Vorzeichen umkehrte 
(-|- in — verwandelte und umgekehrt). Eine Arbeit über 
die Theorie der Ebbe und Fluth, welche ich späterhin vor- 
nahm, führte mich zu der M^anique analyiique des La Ghrange 
und dadurch wieder auf jene Ideen der Analyse zurück. Alle 
Entwickelungen in jenem Werke gestalteten sich nun durch 
die Principien dieser neuen Analyse auf eine so einfache Weise 
um, dass ofl; die Rechnung mehr als zehnmal kürzer ausfiel, 
als sie in jenem Werke geführt war. Dies ermuthigte mich, 
auch auf die schwierige Theorie der Ebbe und Pluth die neue 
Analyse anzuwenden; es waren dazu mannigfache neue Be- 
griffe zu entwickeln, und in die Analyse zu kleiden ; nament- 
lich fahrte mich der Begriff der Schwenkung zur geometrischen 
Exponentialgrösse, zu der Analyse der Winkel und der trigono- 
metrischen Funktionen u. s* w.*) Und idt hatte die Freude 
zu sehen, wie durch die so gestaltete und erweiterte Analyse 
nicht riur die oft sehr verwickelten und unsymmetrischen For- 
meln, welche dieser Theorie zu Grunde liegen**), sich in hdchst 
einfache und symmetrische Formeln umsetzen, sondern auch 
die Art ihrer Entwickelung stets dem Begriffe zur Seite ging. 
In der That konnte nicht nur jede Formel, welche im Gange 
der Entwickelung sich ergab, aufs leichteste in Worte gekleidet 
werden, und drückte dann jedesmal ein besonderes Gesetz aus ; 
sondern auch jeder Fortschritt von' einer Formel iur andern 
erschien unmittelbar nur als der symbolische Ausdruck einer 
parallel gehenden begrifflichen Beweisführung. Bei der sonst 
üblichen Methode zeigte sich durch die Einfiährung willkür- 
licher Koordinaten, die mit der Sache nichts zu schaffet 
haben, die Idee ganz verdunkelt, und die Bechnung bestand 
in einer mechanischen, dem Geiste nichts darbietenden und 
darum Geist tödtendien Formelentwickelung. Hingegen hier, 
wo die Idee, durch nichts Fremdartiges getrübt, überall durch 



*) Die nähere Nach Weisung s. unten. 
**) Vergl. La Place Möc. Celeste, liv. IV. 
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die Foxmeln in voller Karheit hindurchstrahlte, war auch bei 
jeder Formelentwickelung der Geist in der Fortentwickelung 
der Idee begriffen. — Durch diesen Erfolg nun hielt ich mich 
%u der Hof&iung berechtigt, in dieseT neuen Analyse die einzig 
naturgemässe Methode gefunden zu haben, nach welcher jede 
Anwendung der Mathematik auf die Natur fortschreiten müsse, 
und nach welcher gleichfalls die Geometrie zu behandeln sei, 
wenn sie zu allgemeinen und fruchtreichen Ergebnissen fUhren 
solle*). Es reifte daher in mir der Entschluss, aus der Dar- 
stellung, Erweiterung und Anwendung dieser Analyse eine Auf- 
gabe meines Lebens zu machen. Indem ich nun meine freie 
Zeit diesem Gegenstande ungetheilt zuwandte, so füllten sich 
allmälig die Lücken aus, welche die frühere gelegentliche Be- 
arbeitung gelassen hatte. Namentlich ergab sich auf die Weise 
und mit den Modifikationen, wie ich in dem Werke selbst dar- 
gestellt habe, dass als Summe mehrerer Punkte ihr Schwer- 
punkt, als Produkt zweier Punkte ihre Verbindungsstrecke, 
als das dreier der zwischen ihnen liegende Flächenraum und 
als das Produkt von vier Punkten der zwischen ihnen liegende 
Körperraum (die Pyramide) aufgefasst werden konnte. Die 
Auffassung des Schwerpunktes als Summe veranlasste mich, 
den barycentrischen Kalkül von Möbius zu vergleichen, ein 
Werk, das ich bis dahin nur dem Titel nach kannte ; und zu 
meiner nicht geringen Freude fand ich hier denselben Begriff 
der Summation der Punkte vor, zu dem mich der Gang der 
Entwickeliing gefuhrt hatte, und war somit zu dem ersten, 
aber wie die Folge lehrte, auch zu dem einzigen Berührungs- 
punkte gelangt, welchen die neue Analyse mit dem schon 
anderweitig bekannten darbot. Da indessen der Begriff eines 
Produktes von Punkten in jenem Werke gar nicht vorkommt, 
mit diesem Begriffe aber, indem er mit dem der Summe in 
Kombination tritt, erst die Entfaltung der neuen Analyse be- 
ginnt, so konnte ich auch von dorther keine weitere Förderung 
meiner Aufgabe erwarten. Indem ich daher nun daran ging, 

*) In der That zeigte sich bald, wie durch diese Analyse die Diffe- 
renz zwischen der analytischen und synthetischen Behandlung der Geometrie 
gänzlich verschwand. 
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die 80 gefondenen Resultate znsammenliängend tmd von An« 
fang an zu bearbeiten, so dass ich mich auch auf keinen in 
irgend einem Zweige der Mathematik bewiesenen Satz zu. be- 
rufen gedachte, so ergab sich, dass die von mir au%e- 
fimdene Analyse nicht, wir mir Anfimgs schien, bloss auf 
dem Gebiete der Geometrie sich bewegte; sondern ich ge- 
wahrte bald, dass ich hier auf das Gebiet einer neuen 
Wissenschaft gelangt sei, von der die Geometrie selbst nur 
eine specielle Anwendung sei. Schon lange war es mirnäm* 
lieh einleuchtend geworden, dass die Geometrie keinesweges 
in dem Sinne wie die Arithmetik oder die Kombinationslehre 
als ein Zweig der Mathematik anzusehen sei, vielmehr die 
Geometrie schon auf ein in der Natur gegebenes (nämlich den 
Baum) sich beziehe, und dass es daher einen Zweig der Mathe- 
matik geben müsse, der in rein abstrakter Weise ähnliche 
Gesetze aus sich erzeuge, wie sie in der Geometrie an den 
Raum gebunden erscheinen* Durch die neue Analyse war 
die Möglichkeit, einen solchen rein abstrakten Zweig der Mathe- 
matik auszubilden, gegeben ; ja diese Analyse, sobald sie, ohne 
irgend einen schon anderweitig erwiesenen Satz vorauszusetzen, 
entwickelt wurde, und sich rein in der Abstraktion bewegte, 
war diese Wissenschaft; selbst. Der wesentliche Yortheil, 
welcher durch diese Auffassimg erreicht wurde, war der Form 
nach der, dass nun alle Grundsätze, welche Raumesanschau- 
ungen ausdrückten, gänzlich wegfielen, und somit der Anfang 
ein eben so unmittelbarer wurde, wie der der Arithmetik, dem 
Inhalte nach aber der, dass die Beschränkimg auf drei Dimen- 
sionen wjgfiel. Erst hierdurch traten die Gesetze in ihrer 
Unmittelbarkeit und Allgemeinheit ans Licht und stellten sich 
in ihrem wesentlichen Zusammenhange dar, und manche Ge- 
setzmass^keit, die bei drei Dimensionen entweder noch gar 
nicht, oder nur verdeckt vorhanden war, entMtete sich nun 
bei dieser VerallgemeineruBg in ihrer ganzen Klarheit. - 
Uebrigens ergab sich im Verlauf, dass mit den gehörigen Be- 
stimmungen, wie sie im Werke selbst zu finden sind, der Durch- 
schnittspunkt zweier Linien, die Durchschnittalinie zweier Ebenen 
und der Durchschnittspunkt dreier Ebenen als Produkte jener 
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Linien oder dieser Ebenen aufgefasst werden konnten*), 
woraus sich dann zugleich eine höchst einfache und allgemeine 
Kurventheorie ergab**). Daraufging ich nun zur Erweiterung 
und Begründung dessen über, was ich für den zweiten Theil 
dieses Werkes bestimmt habe, wohin ich nämlich alles das- 
jenige verwiesen habe, was irgend wie den Begriff der Schwen- 
kung oder des Winkels voraussetzt. Da dieser zweite Theil, 
welcher das Werk schliessen wird, erst später im Druck er- 
scheinen soll, so scheint es mir für die üebersicht des Ganzen 
nöthig, die hierher gehörigen Ergebnisse etwas genauer zu be- 
zeichnen. Zu diesem Ende habe ich zuerst die Resultate an- 
zugeben, welche sich schon vor der zusammenhängenden Be- 
arbeitung ergeben hatten. Ich habe eben gezeigt, wie als 
Produkt zweier Strecken das Parellelogramm aufgefasst werden 
kann, wenn nämlich, wie hier überall gesdbieht, die Richtung 
der Strecken mit festgehalten wird ; wie aber dies Produkt da- 
durch ausgezeichnet ist, dass die Faktoren nur mit Zeichen- 
wechsel vertauscht werden können, während zugleich das zweier 
gleichgerichteter Strecken offenbar null ist. Diesem Begriffe 
stellte sich ein anderer zur Seite, der sich gleichfalls auf Strecken 
mit festgehaltener Richtung bezieht. Nämlich wenn ich die 
Strecke senkrecht auf die andere projicirte, so stellte sich das 
arithmetische Produkt dieser Projektion in die Strecke, worauf 
projicirt war, gleichfalls als Produkt jener Strecken dar, sofern 
auch hierfür die multiplikative Beziehung zur Addition galt. 
Aber, das Produkt war von ganz anderer Art, wie jenes erstere, 
insofern die Faktoren desselben ohne Zeichenwechsel vertausch- 
bar waren, und das Produkt zweier gegen einander senkrechter 
Strecken als null erschien. Ich nannte jenes erstere Produkt 
das äussere, dies letztere das innere Produkt, sofern jenes 
nur bei auseinander tretenden Richtungen, dieses nur bei An- 
näherung derselben d. h. bei theilweisem Ineinandersein einen 
geltenden Werth hatte. Dieser Begriff des inneren Produktes, 
welcher sich mir schon bei der Durcharbeitung der M^canique 



*) Vergl. Kap. 3 des zweiten Abschnitts. 
**) Vergl. dasselbe Kapitel. 
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analytique als nothwendig heram^efitellt hatte, fahrte zugleich 
zn dem Begriffe der absoluten Länge*). — Eben so hatte sich 
mir schon bei der Bearbeitung der Theorie der Ebbe und 
Fluth die geometrische Exponentialgrösse ergeben; nämlich 
wenn a eine Strecke (mit festgehaltener Richtung) and a einen 
Winkel (mit festgehaltener Schwenkungsebene) darstellt, so er- 
gab sich aus rein inneren Gründen, deren Angabe mich jedoch 
zu weit fuhren würde, dass a . e« , wo e als die Grundzahl 
des natürlichen Logarithmensystems aufgefasst werden kann, 
die Strecke bedeutet, welche aus a durch eine Schwenkung 
hervorgeht, die den Winkel a erzeugt; d. h. es bedeutet a . e« 
die Strecke a geschwenkt um den Winkel a. Wenn femer 
Cos a, wo a einen Winkel ausdrückt im geometrischen Sinne, 
dieselbe Zahl vorstellt wie cosä wo a den zu dem Winkel gehöri- 
gen, durch den Halbmesser gemessenen Bogen bedeuten soll: so 
folgt aus jenem Begriffe der Exponentialgrösse sogleich, dass 

e« + e-« 
Cos a = ^ 

sei**). Eben so wenn Sin« die Grösse vorstellt, welche die 
Strecke, mit der sie multiplicirt ist, nach der Schwenkungs- 
seite des Winkels a um 90^ in ihrer Richtung ändert, und 
zugleich ihre absolute Länge auf gleiche Weise ändert wie 
sinä, so ist 

e« — e-a 
Sma = , 

und es ergiebt sich daraus die Gleichung 

Cos a -j- Sin a «s e «, 
alles Gleichungen, welche die auffallendste Analogie mit den 
bekannten imaginären Ausdrücken verrathen. 

Soweit hatten sich diese Begriffe schon froher ergeben. 



*) Auch dieser Begriff, da er die Schwenkung voraussetzt, gehört dem 
zweiten Theile an. 

**) In der That wenn AB (Figur 1) die ursprüngUche Strecke ist, 
und dieselbe um den Winkel a in die Lage AC, um den Winkel -a aber 
in die Lage AD geschwenkt wird, und man das ParaUelogramm ACDE 
ToUendet, so ist AE die Summe der Strecken AC + AD, und die Hälfte 
AF dieser Summe der Cosinus des Winkels a. 
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Als ich nmi auch diese Begriffe zu verallgemeinein trachtete, 
80 erweiterte sich zuerst der Begriff des inneren Produktes 
auf entsprechende Weise, wie ich dies für das äussere Pro* 
dukt in Bezug auf das Durchschneiden der Linien und Ebenen 
oben angedeutet habe; sodann kam ich zunächst auf den Be- 
griff des Quotienten rerschieden gerichteter Strecken, und 

verstand unter ^, wo a und b verschieden gerichtete Strecken 

von gleicher Länge vorstellen, die Grösse, welche jede in 
derselben Ebene liegende Strecke um den Winckel ba (von 
b nach a gerechnet) ändert, so dass in der That, wie es sein 

„^, A... ., .a hi.™« ^, .«. a^ de. Be^ 

für den Fall, dass a und b von ungleicher Länge sind, un- 
mittelbar. Jener einfache Begriff wurde uun aber die Quelle 
für eine Reihe der interessantesten Beziehungen. Zuerst er- 
gab sich hieraus sogleich eine neue Art der Multiplikation, 
welche dieser Division entsprach, und sich von allen früheren 
dadurch unterschied, dass das Produkt dieser neuen Art nur 
werden konnte, wenn einer der Faktoren wurde, während 
die Faktoren vertauschbar blieben, kurz eine Multiplikation, 
welche in aUen ihren Gesetzen der gewöhnlichen arithmetischen 
analog blieb; und der Begriff derselben ging leicht hervor, 
wenn ich eine Strecke fortschreitend mit verschiedenen solchen 
Quotienten multiplicirte, und dann den einen Quotienten auf- 
fasste, welcher statt dieser fortschreitenden Faktoren gesetzt 
werden konnte. Da nim nach der Definition, wenn ab den 
Winkel beider Strecken, welche von gleicher Länge sind, 
bedeutet, 

e*'*™ — ist, sö hat man auch 
a 

log — = ab 
a 

Femer, wenn der Winkel ab der mte Theil von ac ist, so 

hat man 

(b \™ c 
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weil nämlich, wenn eine Strecke m mal fortschreitend die 
Schwenkung — erleidet, sie dann im Ganzen die Schwen- 

kung — vollendet. Also aach, wenn der Winkel ab halb so 

gross ist als ac, so ist 

fiy.±alsoA-l/-l 
\ a / a a r a 

b c 

Ist namentlich — der Schwenkung um einen Rechten, also — 

a a 

der um 2 Beeilte gleich , so ist , da c »s -a, also — »».1 ist, 

— = /^-l* d. h. der Ausdruck J^-l mit einer Strecke mul- 
a 

tiplidrt ändert ihre Richtung um 90<^ nach irgend einer, dann 
aber allemal nach derselben Seite hin. Diese schöne Be« 
deutung der imaginären Grösse TervoUständigte sich noch da- 
durch, dass sich ergab, dass 

e« und e(«) y -l 
denselben Werth bezeichnen, wenn a den Winkel, («) aber 
den dazu gehörigen Bogen dividirt durch den Halbmesser 
bedeutet; in der That fand sich dann 

COSX «=s ^ J 

2 
wie gehörig, und eben so 

/'l smx = — } 

Formeln, welche also eine rein geometrische Bedeutung haben, 
indem e*?^-i die Schwenkung um einen Winkel bedeutet, 
dessen Bogen durch den Halbdurchmesser gemessen x gibt. 
Hiemach nun gewannen alle imaginären Ausdrücke eine rein 
geometrische Bedeutung, imd lassen sich durch geometrische 
Konstruktionen darstellen. Zugleich war der Winkel als 

Logarithmus des Quotienten — bestimmt , daher auch die un- 

a 

endliche Menge seiner Werthe bei derselben Schenkellage. 
Eben so nun zeigte sich auch umgekehrt, wie man yermittelst 
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der so gefundenen Bedeutung des Imaginären auch die Ge- 
setze der Analyse innerhalb der Ebene ableiten kann, hin- 
gegen ist es nicht mehr möglich, vermittelst des Imaginären 
auch die Gesetze für den Raum abzuleiten. Auch stellen sich 
überhaupt der Betrachtung der Winkel im Räume Schwierig- 
keiten entgegen, zu deren allseitiger Lösung mir noch nicht 
hinreichende Müsse geworden ist. 

Dies etwa sind die Gegenstände, welche ich mir für den 
zweiten und letzten Theil vorbehalten habe, wenigstens so 
weit sie bis jetzt von mir bearbeitet sind, mit ihm wird das 
Werk geschlossen sein. Die Zeit, wann dieser zweite Theil 
erscheinen wird, kann ich noch nicht bestimmen, indem es 
mir bei den mannigfachen Arbeiten, in welche mich mein 
jetziges Amt verwickelt, unmöglich wird, diejenige Ruhe zu 
finden, welche für die Bearbeitung desselben nothwendig ist. 
Doch bildet auch dieser erste Theil ein für sich bestehendes, 
in sich abgeschlossenes Ganze, und ich hielt es für zweck- 
mässiger, diesen ersten Theil mit den zugehörigen Anwendungen 
zusammen erscheinen zu lassen, als beide Theile zusammen 
und von den Anwendungen gesondert. 

In der That ist es bei der Darstellung einer neuen Wissen- 
schaft, damit ihre Stellung und ihre Bedeutung recht erkannt 
werde, unumgänglich nothwendig, sogleich ihre Anwendung 
und ihre Beziehung zu verwandten Gegenständen zu zeigen. 
Hierzu soll auch zugleich die Einleitung dienen. Diese ist 
der Natur der Sache nach mehr philosophischer Natur, und, 
wenn ich dieselbe aus dem Zusanmienhange des ganzen 
Werkes heraussonderte, so geschah dies, um die Mathematiker 
nicht sogleich durch die philosophische Form zurückzuschrecken. 
Es herrscht nämlich noch immer unter den Mathematikern 
und zum Theil nicht mit Unrecht eine gewisse Scheu vor 
philosophischen Erörterungen mathematischer und physikalischer 
Gegenstände; und in der That leiden die meisten Untersuchungeti 
dieser Art, wie sie namentlich von Hegel und seiner Schule 
•geführt sind, an einer Unklarheit und Willkür, welche alle 
Frucht solcher Untersuchungen vernichtet. Dessen tingeachtet 
glaubte ich es der Sache schuldig zu sein, der neuen Wissen- 
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Schaft ihre Stelle im Gebiete des Wissens anweisen zu müssen, 
und stellte daher, um beiden Forderungen zu gentigen, eine 
Einleitung voran, welche ohne dem Verständniss des Ganzen 
wesentlich zu schaden, überschlagen werden kann. Auch be- 
merke ich, dass unter den Anwendungen gleichfalls die, welche 
sich auf Gegenstände der Natur (Physik, Kiystallonomie) be- 
ziehen, überschlagen werden können, ohne dass dadurch der 
Gang der ganzen Entwickelung gestört wird. Duich diese 
Anwendungen auf die Physik glaubte ich besonders die Wich- 
tigkeit, ja die Unentbehrlichkeit der neuen Wissenschaft und 
der in ihr gebotenen Analyse dargethan zu haben. Dass die* 
selbe in ihrer konkreten Gestalt, d. h. in ihrer Uebertragung 
auf die Geometrie, einen vortrefflichen Unterrichtsgegenstand 
liefern würde, welcher einer durchaus elementaren Behand- 
lung ffühdg ist, hoffe ich gelegentlich einmal nachweisen zu 
können, indem zu einer solchen Nachweisung in dem Werke 
selbst, seiner Bestimmung gemäss, kein Platz gefunden werden 
konnte. Namentlich ist es hei einer elementaren Behandlung 
der Statik, wenn in derselben anschauliche und allgemeine 
(auch durch Konstruktion darstellbare) Resultate hervorgehen 
sollen, unumgänglich nothwendig, den Begriff der Summe und 
des Produktes von Strecken aufzunehmen, und die Haupt- 
gesetze dafür zu entwickeln, und ich bin gewiss, dass, wer 
das Aufiiehmen dieser Begriffe dnmal versucht hat, es nie 
wieder aufgeben wird. 

Wenn ich so der neuen Wissenschaft, deren Bearbeitung 
hier wenigstens theilweise vorliegt, ganz ihr Recht zuerkannt 
habe, und ihr die Ansprüche, die sie im Gebiete des Wissens 
machen kann, auf keine Weise verkürzen will, so glaube ich 
dadurch mir nicht den Vorwurf der Anmaassung zuzuziehen; 
denn die Wahrheit verlangt ihr Recht; sie ist nicht das Werk 
dessen, der sie zum Bewusstsein oder zur Anerkennung bringt; 
sie hat ihr Wesen und Dasein in sich selbst; uaä ihr aus 
falscher Bescheidenheit ihr Recht verkürzen ist ein Verrath 
an der Wahrheit. Aber desto mehr Nachsicht muss ich in 
Anspruch nehmen für alles das, was mein Werk an der 
Wissenschaft ist. Denn ich bin mir, ungeachtet aller auf die 
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Form verwandten Mühe, dennoch der grossen Unvollkommen- 
heit derselben bewnsst. Zwar habe ich das G-anze mehrere 
Male durchgearbeitet in verschiedenen Formen, bald in £a« 
klidischer Form von Erklärungen und Lehrsätzen in möglich- 
ster Strenge, bald in Form einer zusammenhängenden Ent- 
wickelung mit möglichster Uebersichtlichkeit, bald beides mit 
einander verflechtend, indem ich die Uebersicht-gebende Dar* 
Stellung vorangehen, und dann die Entwickelung nach Eukli- 
discher Form folgen liess. Zwar bin ich mir dessen wohl 
bewusst, dass bei abermaliger Umarbeitung Manches in besserer, 
d. h. theils strengerer, theils übersichtlicherer Form hervor- 
treten würde. Aber von der Ueberzeugong durchdrungen, 
dass ich doch keine volle Befriedigung hoffen könne , und der 
Einfachheit, der Wahrheit gegenüber, die Darstellung doch 
immer nur dürftig bleiben müsse, entschloss ich mich, mit 
der Form hervorzutreten, welche mir zur Zeit als die beste 
erschien. Einen besonderen. Ghrund der Nachsicht hoffe ich 
auch darin zu finden, dass mir die Zeit für die Bearbeitung 
vermöge meiner amtlichen Thätigkeit nur äusserst kärglich 
und stückweise zugemessen war, auch mir mein Amt keine 
Gelegenheit darbot, durch Mittheilungen aus dem Gebiete 
dieser Wissenschaft, oder auch nur verwandter Gegenstände, 
die lebendige Frische zu gewinnen, welche wie ein belebender 
Hauch das Ganze durchwehen muss, wenn es als ein leben- 
diges Glied an dem Organismus des Wissens erscheinen soll. 
Doch wenn auch eine Berofsthätigkeit, in welcher solche 
Mittheilungen aus dem Gebiete der Wissenschaft meine eigent- 
Kche Aufgabe sein würden, als das Ziel meiner Wünsche 
und Bestrebungen mir vor Augen steht, so glaubte ich doch 
die Bearbeitung dieser Wissenschaft nicht bis zur Erreidiung 
dieses Zieles aufschieben zu dürfen, zumal da ich hoffen 
konnte, durch die Bearbeitung dieses Theiles selbst mir den 
Weg zu jenem Ziele bahnen zu können. 

Stettin, den 28. Juni 1844. 
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Das Werk, dessen zweite Auflage ich hiermit der Oeffent- 
lichkeit übergebe, hat in den ersten 23 Jahren nach seinem 
ersten Erscheinen nur eine geringe und meist nur gelegentUche 
Beachtung gefunden. Diesen Mangel an Erfolg konnte ich 
nicht der behandelten Wissenschaft als solcher zur Last legen; 
denn ich kannte deren fundamentale Wichtigkeit, ja deren 
Notfawendigkeit yollkommen; sondern ich konnte die Ursache 
davon nur in der streng wissenschaftlichen, auf die Ursprung* 
Kchen Begriffe zurückgehenden Behandlungsweise finden. Eine 
solche Behandlungsweise erforderte aber ein nicht bloss ge- 
legentliches Auffassen dieser oder jener Resultate, sondern 
ein EHch versenken in die zu Grunde liegenden Ideen und 
eine zusammenhängende Auffassimg des ganzen auf dies Fun* 
dament aufgeführten Baues, dessen einzelne Theile erst durch 
das Ueberschauen des Q-anzen ihr volles Verständniss erhalten 
konnten. Bei dem gewaltigen Fortschritt der Mathematik in 
der neueren Zeit, bei dem Hervortreten immer neuer Gebiete 
mathematischer Forschung, deren Durchdringung die ange- 
strengteste Arbeit erforderte, bei dem Ringen nach neuen, 
dem Forschungsgeiste sich darbietenden und ihn anlockenden 
Resultaten, fanden die Mathematiker nicht die Ruhe und Müsse, 
sich in ein so in sich zusammenhängendes Gebäude hineinzuver* 
setzen. Meine Hpifiiung, einen akademischen Lehrstuhl zu 
gewinnen, imd dadurch jüngere Eräfle in die Wissenschaft 
einzuführen und sie zum weiteren Ausbau derselben anzu- 
regen, schlug fehl. Zwar konnte es nicht ausbleiben, dass 
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späterhin verschiedene Mathematiker auf andern Wegen zu 
vereinzelten Resultaten gelangten, die schon in meiner Aus- 
dehnungslehre von 1844 behandelt waren; aber fast nie ge- 
schah dabei meines Werkes Erwähnung; vielmehr zeigte sich, 
dass dasselbe ihnen fast allen ganz unbekannt geblieben war, 
da sonst die Resultate durch den inneren Zusammenhang, den 
sie dort fanden, sich viel einfacher und fruchtreicher hätten 
gestalten müssen. Bei einer solchen Lage der Sache wird es 
Niemand einem Verleger verargen, wenn er in jener Zeit 
einen Theil der Exemplare meines Werkes makuliren liess, 
noch mir, wenn ich den verheissenen zweiten Theil meines 
Werkes nicht auf derselben Grundlage weiter baute , sondern 
im Jahre 1862 die ganze Ausdehnungslehre auf einer neuen 
Grundlage, die, wie ich hoffte, den Mathematikern mehr zusagen 
würde, aufbaute und bis zu Ende durchführte*). Aber auch 
dies neue Werk fand zuerst eben so wenig Beachtung als 
das erste. Erst seit dem Jahre 1867 gestaltete sich die Sache 
ganz anders. Es war zuerst Hermann Hankel, welcher in 
seiner „Theorie der compiexen Zahlensysteme, Leipzig 1867 '^ 
die fundamentale Bedeutung meiner Ausdehnungslehre be- 
tonte (S. 16, S. 112, S, 119—140, S. 140). Noch ent- 
schiedener geschah dies durch Clebsch, welcher kurz vor 
seinem Tode in seiner Abhandlung „zum Gedächtniss an 
Julius Plücker, Göttingen 1872" auf S. 8 und 28 in An- 
merkungen, die er unter den Text setzte, die Bedeutsamkeit 
meiner Ausdehnungslehre von 1844 in sehr rühmender Weise 
hervorhebt, und namentlich an der zweiten Stelle sagt: „In 
gewissem Sinne sind die Coordinaten der geraden Linie, wie 
überhaupt ein grosser Theil der Grundvorstellungen der 
neueren Algebra, bereits in Grassmanns „Ausdehnungslehre" 
(1844) enthalten; die genauere Darlegung dieser Verhältnisse 
würde indessen hier zu weit fahren". Bei dem liebevollen 
und stets so fruchtreichen Eingehen auf die Arbeiten Anderer, 
welches diesen hervorragendsten der neueren Mathematiker 



*) Die Ansdehnungslehre yoUstSndlg nnd in strenger Form bearbeitet. 
BerUn 1862 (EnsHn)., 
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auszeichnete, würde Clebsch gewiss späterhin Baum gefunden 
haben, um diese Verhältnisse darzulegen, und nach seiner 
Weise auch die Ausdehnungslehre mit neuen, weitgreifenden 
Ideen zu befruchten, wenn er nicht mitten in seinem kräftigsten 
Wirken der Wissenschaft so plötzlich entrissen wäre. Aber 
schon drei Jahre vorher (1869) hatte Victor Schlegel ange- 
fangen, den von Clebsch angedeuteten Gedanken auszuführen. 
In seinem „System der Baumlehre nach den Prinzipien der 
Gbassmann'schen Ausdehnungslehre und als Einleitung in die- 
selbe dargestellt von Victor Schlegel, Leipzig bei Teubner**, 
dessen erster Theil 1872 und dessen zweiter Theil 1875 er- 
schien, hat der Verfasser mit grosser Klarheit und zum grossen 
Theile in selbständiger, der Sache durchaus angemessener 
Methode die Bedeutung der Ausdehnungslehre auch für die 
neueste Geometrie und Algebra dargelegt. Es ist besonders 
hervorzuheben, dass dies Werk Schl^el's das erste ist, wel- 
ches die wesentlichen Ideen der Ausdehnungslehre in ihrem 
inneren Zusammenhange aufgefasst und zur Darstellung ge- 
bracht hat. Seit dieser Zeit ist nicht nur die Bedeutung der 
Ausdehnungslehre wiederholt hervorgehoben worden, sondern 
man hat auch begonnen, auf verschiedenen Gebieten erfolgreich 
mit ihren Methoden zu arbeiten. — H. Noth in Freiberg legte 
in seiner Abhandlung „Die vier Species in den Elementen der 
Geometrie" (Schtdprogramm 1874) den Grund zu einer ver- 
einfachenden Darstellung der Geometrie der Lage. — B. Sturm 
in Darmstadt wandte in dem Aufsatz „Sülle forze in equilibrio" 
(Annali di Mathem. VII. p. 217 ff. 1876) die Methoden der 
Ausdehnimgslehre zur Lösung von Problemen der Mechanik 
an. — Endlich hat W. Preyer m Jena in seinen „Elementen 
der reinen Empfindimgslehre" (Jena bei Dufft. 1877) eine auf 
den Prinzipien der Ausdehnungslehre beruhende Darstellung 
dieser Wissenschaft gegeben, und dadurch der ersteren auch 
ein vom Begriff des Baumes unabhängiges Gebiet erobert. 

Es versteht sich von selbst, dass in der Ausdehnungs- 
lehre, als einer noch jungen Wissenschaft, mannigfache Keime 
verborgen liegen, welche einer weiteren Entwickelung fähig 

und bedürftig sind, und auch ich selbst habe mich seit 1872, 

B 
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nach einer zehnjährigen Unterbrechung wieder jenen Stadien 
zugewandt. Meine früher erschienenen Arbeiten auf diesem 
Gebiete sind in meiner Ansdehnungslehre von 1862 aufge- 
führt, und ich habe daher hier nnr die neueren Arbeiten zu 
verzeichnen. Es sind dies erstens zwei Aufsätze in den Göt- 
tinger Nachrichten von 1872 „Zur Theorie der Curven dritter 
Ordnimg** (S. 506) und „Ueber zusammengehörige Pole und 
ihre Darstellung durch Produkte" (S. 567), femer in den 
mathematischen Annalen ,,die neuere Algebra und die Aus- 
dehnungslehre" Band VII S. 538, „die Mechanik nach den 
Principien der Ausdehnungslehre" Band XII. S. 222, „der Ort 
der Hamilton'schen Quatemionen in der Ausdehnungslehre" 
Band XII. S. 375. Endlich habe ich eine for Borchardts Journal 
bestimmte Abhandlung unter der Feder, in welcher ich die 
schönen Arbeiten Reye's über die Oberflächen durch weitere 
Ausfuhrung der in meiner Ausdehnungslehre von 1862 Nr. 392 
dargestellten Idee, nach welcher Funktionen als extensive 
Grössen behandelt werden, auf eine neue und einfache Weise 
zu begründen suche. 

So ist es denn gekommen, dass im Laufe der letzten 
Jahre das Interesse an der Ausdehnungslehre sich in immer 
weiteren Kreisen verbreitete. Und da in demselben Maasse 
die Nachfrage nach der inzwischen selten gewordenen ersten 
Ausgabe des Werkes zunahm, so entschloss sich die Verlags* 
handlung mit dankenswerther Bereitwilligkeit zur Veranstaltung 
einer zweiten Auflage. 

Ich habe in dieser zweiten Auflage den Text der ersten 
Auflage (natürlich abgesehen von einzelnen Druckfehlem) un- 
verändert gelassen, da die Darstellung in derselben die kon- 
sequente Durchftlhrung einer einzigen Grandidee ist, und auch 
die Behandlungsweise eine solche ist, deren Berechtigung ich 
durchaus anerkenne, xmd die gewiss den mehr philosophisch 
gebildeten Lesern mehr zusagen wird, als die den Mathema- 
tikern mehr anbequemte Darstellungsweise der Ausdehnungs- 
lehre von 1862. Dagegen habe ich unter den Text, je nach- 
dem es mir zweckmässig schien, neue Anmerkungen hinzuge- 
ftigt, die ich mit der Jahreszahl 1877 versehen habe. Zwei 
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umfangreichere Amnerkungen habe ich, um die Ueberein- 
stimmimg mit den Seitenzahlen der ersten Auflage möglichst 
zu erhalten, als Anhänge an den Schlnss gestellt. Dort findet 
sich auch noch ein Abdruck der Uebersicht über das Wesen 
der Ausdehnungslehre, welche ich in Grunerts Archiv Bd. VI. 
g^eben habe, da dieselbe, wie mir von versdbiedenen Seitdu 
mitgetheilt ist, das Verständniss des Werkes sehr erleichtem 
soll. Endlich habe ich ein Verzeichniss der in dem Werke 
vorkommenden Eunstausdrücke hinzugefögt. 

Um die Vergleichung mit der Ausdehnungslehre von 1862 
zu erleichtem, gebe ich hier zuerst eine Uebersicht der in beiden 
der Hauptflache nach übereinstimmenden Resultate, bemerke 
jedoch, dass nicht nur die Ableitung derselben eine wesentlich 
verschiedene ist, sondern auch in der einen Resultate abgeleitet 
sind, die in der andern entweder übergangen oder mit andern 
Resultaten zusammengefasst sind, so dass es also uiun(%Iich wird, 
jedes mit jedem zusammenzustellen. Ich bezeichne hier die 
Ausdehnxmgslehre von 1844 mit A|, die von 1862 mit A^ 

Ai § 13— 20. — Aa No. 1— 9, 14— 24 

Ai § 24 . — Aa No. 216—228, 

Ai § 28— 36. — Aa No. 52— 61, 66— 68 

Ai § 37— 40. — A, No. 254, 262, 

Ai § 45, 46. — A, No. 134, 136, 

Ai § 47— 55. — A, No. 69— 85, 

A4 § 60— 73. — A, No. 10— 13, vergl. 377 

Aj § 80— 90. — A, No. 27— 36, 

Ai § 93 . — Aa No. 136, 

Ai § 94—119. — A, No. 224—286. Die öeaetze der 
Elementargrössen sind in A^ mit denen der Ausdehnungs- 
grössen zusammengefasst und nur in der Anwendung auf die 
Qeometrie von ihnen gesondert 

Ai § 126 . — A, No. 25, 26, 

Ai § 128—142. — A, No. 94—132. Die §§ 127 und 
143 sind als unfruchtbar aufgegeben. 

Ai § 144 . — Aa No. 287—805, 

Ai § 145—148. — A4 No. 806—329, 

Ai § 149—165. — A, No. 401—409. 

B* 
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Die Amn. über offene Prodakte am SekluBse der Ai ist 
weiter ansgdÜhrt A, No. 353--n36S. 

Die neuen G-egenstände, welche in der Ansdehntingslehre 
von 18S2 bearbeitet werden sollten, sind in der Vorrede zur 
Ausdehnnngslehre von 1844 S. X--XIV nur theilweise esrwähnt. 
Gkinz neu hinzugekommen ist der zweite Abschnitt (No. 348 — 
527), welcher die Funktionenlehre, und die ihr zu Grunde 
liegende algebraische Multiplikation, nebst der Differenzial- 
rechnung, den unendlichen Reihen imd der Integralrechnung, 
behandelt und besonders tief in die verwandten Gebiete der 
gewöhnlichen Analjsis, namentlich auch in die neuere Geome- 
trie und Algebra eingreift, xmd in einzelnen Abschnitten, wie 
z. B. in der Behandlung des Quotienten (So. 377 — 391), in 
der Auffassung der Funktionen als extensiver Gtössen (392 — 
400), so wie in der Integration der Differenzialgleiehungen 
(491 — 527) Keime zu £2ntwickelungen entiiäll, welche noch 
zukünftiger Bearbeitung harren. 

Stettin, im Sommer 1877'*'). 



Hermann Grassmann. 



*) Der Verfasser ist wShrend des Druckes gestorben. 

Die Verlagshandlnng. 



Einleitung, 



A. Ableitong des BegrifTs der reinen Mathematfk. 

1. Die oberste Tlieiltmg aller Wissenschaften ist die in 
reale und formale, Ton denen die ersteren das Sein, als das 
dem Denken selbstständig gegenübertretende, im Denken ab« 
bilden, nnd ihre Wahrheit haben in der Uebereinstimmui^ 
des Denkens mit jenem Sein; die letzteren hingegen das durch 
das Denken selbst gesetzte zum Gegenstande haben, und ihre 
Wahrheit haben in der Uebereinstimmung der Denkprocesse 
unter sich. 

Denken ist nur in Bezug auf ein Sein, was ihm gegenübertritt 
und durch das Denkoi abgebildet wird ; aber dies Sein ist bei den 
realen Wissenschaften ein selbstständiges, ausserhalb des Denkens 
fdr sich bestehendes, bei den formalen hingegen ein durch das 
Denken selbst gesetztes, was nmi wieder einem zweiten Denkakte 
als Sein sich gegenüberstellt. Wenn nun die Wahrheit überhaupt 
in der Uebereinstimmung des Denkens mit dem Sein beruht, so 
beruht sie insbesondere bei den formalen Wissenschaften in der 
Uebereinstimmxing des zweiten Denkaktes mit dem durch den ersten 
gesetzten Sein , also in der Uebereinstimmung beider Denkakte. 
Der Beweis in den formalen Wissenschaften gebt daher nicht über 
das Denken selbst hinaus in eine andere Sphäre über, sondern ver- 
harrt rein in der Kombination der verschiedenen Denkakte. Daher 
dürfen auch die formalen Wissenschaften nicht von Grundsätzen 
ausgehen 9 wie die realen; sondern ihre Grundlage bilden die 
Definitionen*). 

*) Wenn m»a in die fon&iile&Wifiseiifchafta^, wies. B. indie Axifhmetik, 
dennoch GnuUEUätoe eingeführt hat, »o ist dies als ein Misshrauch ansafwhen, 
der nur aas der entsprechenden Behandlung der Geometrie eu erklären ist. 
Ich werde hierauf später noch einmal ausführlicher zurückkommen. Hier 
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2. Die formalen Wissenschaften betrachten entweder die 
allgemeinen Gesetze des Denkens, oder sie betrachten das 
Besondere durch das Denken gesetzte, ersteres die Dialek- 
tik (Logik),'*') letzteres die reine Mathematik. 

Der Gegensatz zwischen Allgemeinem und Besonderem bedingt 
also die Theilung der formalen Wissenschaften in Dialektik mid 
Mathematik. Die erstere ist eine philosophische Wissenschaft, 
indem sie die Einheit in allem Denken au&ucht, die Mathematik 
hingegen hat die entgegengesetzte Eichtung, indem sie jedes Ge- 
dachte einzeln als ein Besonderes auffasst. 

3. Die reine Mathematik ist daher die Wissenschaft des 
besonderenSeins als eines durch das Denken gewordenen. 
Das besondere Sein, in diesem Sinne aufgefasst, nennen wir 
eine Denkform oder schlechtweg eine Form. Daher ist reine 
Mathematik Formenlehre. 

Der Name GrÖssenlehre eignet nicht der gesammten Mathema- 
tik, indem derselbe auf einen wesentlichen Zweig derselben, auf 
die Kombinationslehre, keine Anwendung findet, imd auf die Arith- 
metik auch nur im uneigentlichen Sinne**). Dagegen scheint der 
Ausdruck Form wieder zu weit zu sein, und der Name Denkform 
angemessener ; allein die Form in ihrer reinen Bedeutung, abstra- 
hirt von allem realen Inhalte, ist eben nichts anderes, als die Denk- 
form, und somit der Ausdruck entsprechend. Ehe wir zur Thei- 
limg der Formenlehre übergehen, haben wir einen Zweig auszu- 
sondern, den man bisher mit Unrecht ihr zugerechnet hat, nämlich 
die Geometrie. Schon aus dem oben aufgestellten Begriffe leuch- 
tet ein, dass die Geometrie, eben so wie die Mechanik, auf ein reales 



genüge es, das Fehlen der Grundsiltze in den formalen Wisfienschaften als 
nothwendig dargethan zu haben. 

*) Die Logik bietet eine rein mathematische Seite dar, die man als for- 
male Logik bezeichnen kann, nnddie ihrem Inhalte nach von meinem Bruder 
Robert und mir gemeinschaftlich bearbeitet und von dem ersteren in seinem 
zweiten Buche der Formenlehre, Stettin 1872, in eigenthümlicher Form dar- 
gestellt ist. (1877.) 

**) Der Begriff der Chrösse wird in der Arithmetik durch den der Anzahl 
vertreten ; die Sprache unterscheidet daher sehr wohl vermehren und ver- 
mindern, was der Zahl angehört, voiji vergrössem and verkleinern, was der 
Grösse. 
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Sein zmüekgeht ; nXmlich dies ist für die Geometrie dar Baum ; 
imd es ist klar, wie der Begriff des Saumes keinesweges dxueh das 
Denken erzeugt werden kann, sondern demselben stets als ein ge^ 
gebenes gegentibertritt. Wer das Gegentheil behaupten wollte, 
müsste sieh der Aufgabe unterziehen, die Nothwendigkeit der drei 
Dimensionen des Baumes aus den reinen Denkgesetzen abzuleiten, 
eine Aufgabe, deren Lösung sich sogleich als unmöglich darstellt. 
— Wollte nun jemand, obgleich er dies zugeben müsste, dennoch 
der Geometrie zu Liebe den Namen der Mathematik auch auf sie 
ausdehnen ; so könnten wir uns dies zwar gefallen lassen, wenn er 
uns auch auf der anderen Seite unsem Namen der Formenlehre 
oder irgend einen gleichgeltenden will stehen lassen ; doch aber 
müssten wir ihn im Voraus daraufhinweisen, dass dann jener Name, 
weil er das differenteste in sich schliesst, auch nothwendig mit der 
Zeit als überüttssig werde verworfen werden. Die Stellung der Geo- 
metrie zur Formenlehre hängt von dem Verhältniss ab, in welchem 
die Anschauung des Baumes zum reinen Denken steht. Wenn 
gleich wir nun sagten, es trete jene Anschauung dem Denken als 
:selbst8tändig gegebenes gegenüber, so ist damit doch nicht behauptet, 
dass die Anschauung des Baumes uns erst aus der Betrachtung 
der räumlichen Dinge würde ; sondern sie ist eine Grundanschau- 
ung, die mit dem G^öffnetsein unseres Sinnes für die sinnliche Welt 
uns mitgegeben ist, und die uns eben so ursprünglich anhaftet, wie 
der Leib der Seele. Auf gleiche Weise verhält es sich mit der 
Zeit und mit der auf die Anschauungen der Zeit imd des Baumes 
gegründeten Bewegung, weshalb man auch die reine Bewegungs- 
lehre (Phorometrie) mit gleichem Bechte wie die Geometrie den 
mathematischen Wissenschaften beigezählt hat. Aus der Anschauung 
der Bewegung fliesst vermittelst des Gegensatzes von Ursache und 
Wirkung der Begriff der bewegenden Kraft, so dass also Geo- 
metrie, Phorometrie und Mechanik als Anwendungen der Formen- 
lehre auf die Grundanschauungen der sinnlichen Welt erscheinen. 

B. Ableitung des Begriffs der Ausdehnungslehre. 

4. Jedes durch das Denken gewordene (vergl. No. 3) kann 
auf zwiefache Weise geworden sein, entweder durch einen ein- 
fachen Akt des Erzeugens, oder durch einen zwiefachen Akt 
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des Setzens und VerknüpfenB. Das auf die erste Weise 
gewordene ist die stetige Form oder die Grösse im engeren 
Sinn, das auf die letztere Weise gewordene die diskrete 
oder Verknüpfnngs-Form. 

Der scUeclithin eitifaclie Begriff des Werdens giebt die stetige 
Form. Das bei der diskreten Form vor der Verknüpfmig gesetzte 
ist zwar aucb durch das Denken gesetzt, erscheint aber für den 
Akt des VerkntlpFens als Gegebenes, und die Art, wie aus dem 
Gegebenen die diskrete Form wird, ist ein blosses Zusammen- 
denken. Der Begriff des stetigen Werdens ist am leichtesten aufzu- 
fassen, wenn man ihn zuerst nach der Analogie der geläufigeren, 
diskreten Entstehungsweise betrachtet. Nämlich da bei der steti- 
gen Erzeugung das jedesmal gewordene festgehalten, imd das neu 
entstehende sogleich in dem Momente seines Entstehens mit jenem 
zttsammengedacht wird : so kann man der Analogie wegen auch für 
die stetige Form dem Begriffe nach einen zwiefachen Akt des 
Setzens und Y erknüpfens unterscheiden, aber beides hier zu Einem 
Akte vereinigt, und somitineine unzertrennliche Einheit zusammen- 
gehend; nämlich von den beiden Gliedern derVerknüpfong (wenn 
wir diesMi Ausdruck der Analogie wegen für einen Augenblick fest- 
halten) ist das eine das schon gewordene, das andere hingegen das in 
dem Momente des Verknüpfens selbst neu entstehende, also nicht 
ein vor dem Yerknüpfien schon fertiges. Beide Akte also, nämlich 
des Setzens und Verknttpfens, gehen ganz in einander auf, so dass 
nicht verkntipft werden kann, als gesetzt ist, und nicht eher gesetzt 
werden darf, als verkntipft ist ; oder wieder in der dem Stetigen zu- 
kommenden Ausdrucksweise gesprochen: das was neu entsteht, 
entsteht eben nur an dem schon gewordenen, ist also ein Moment 
des Werdens selbst, was hier in seinem weiteren Verlauf als Wachsen 
erscheint. 

Der Gegensatz des Diskreten und Stetigen ist (wie alle wahren 
Gegensätze) ein fiiessender, indem das Diskrete aach kann als ste- 
tig betrachtet werden, und umgekehrt das Stetige als Diskret. Das 
Diskrete wird als Stetiges betrachtet^ wenn fas Verknüpfte selbst 
wieder ah Gewordenes und der Akt d^s Verknttpfens als ein Mo- 
meat des Werdens at^efasst wird. Und das Stetige wird als 
t)i£&ret betrachtet, wenn einzelne Momente des Werdens als blosse 
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VerknüpAiiigiakte aufgefasst, und das so verknüpfte f^ die Ver- 
knüpfung als Cregebe&es betrachtet wird. 

5. Jedes Besondere (Nr. 3) wird ein solches durch den 
Begriff des Verschiedenen, wodnreh es einem anderen Be- 
sonderen nebei^eordnet, und durch den des G-leichen, wo- 
durch es mit anderem Besonderen demselben Allgemeinen xmter- 
geordnet wird. Das aus dem Gleichen gewordene können 
wir die algebraische Form, das aus dem Verschiedenen 
gewordene die kombinatorische Form nennen. 

Der Gegensatz des Gleichen und Verschiedenen ist gleichfalls 
ein fliessender. Das Gleiche ist verschieden, schon sofern das eine 
und das andere ihm Gleiche irgend wie gesondert ist (und ohne 
diese Sonderung wäre es nur Eins, also nicht Gleiches), das Ver- 
schiedene ist gleich, schon sofern beides durch die auf beides sich 
beziehende Thätigkeit verknüpft ist, also beides ein Verknüpftes 
ist. Darum verschwimmen aber nun beide Glieder keineswegs in 
einander, so dass man einen Maassstab anzulegen hätte, durch den 
bestimmt würde, wie viel Gleiches gesetzt sei zwischen beiden Vor- 
stellungen und wie viel Verschiedenes ; sondern wenn auch dme 
Gleichen immer schon icgend wie das Verschiedene anhaftet und 
umgekehrt, so bildet doch nur jedesmal das Eine das Moment der 
Betrachttmg, während das andere nur als die vorauszusetzende 
Grundlt^e des ersteren erscheint. 

Unter der algebraischen Form ist Idetr nicht bloss die Zahl sondern 
auch das der Zahl im Gebiete des Stetigen entsprechende) xmd unter 
der k(mibinatorischcn Form nicht nur die . Kombination sondern 
auch das ihr im Stetigen entspredhiende verstanden. 

6. Aus der Durchkreuzung dieser beiden Gegensätze, von 
denen der erste auf die Art der Erzeugung, der letztere auf 
die Elemente der Erzeugung sich bezieht, gehen die vier Qat- 
tongen der Formen und die ihnen entsprechenden Zweige der 
Formenlehre hervor. Und zwar sondert sich zuerst die dis- 
krete Form danach in Zahl und Kombination (Gebinde). Zahl 
ist die algebraisch diskrete Form, d. h. sie ist die Zusammen- 
fassung des als gleich gesetzten; die Kombination ist die 
kombinatorisch diskrete Form, d. h. sie ist die Zusamm^d-* 
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fassung des als verschieden gesetzten. Die Wiasenschaften 
des Diskreten sind also Zahlenlehre und Kombinations- 
lehre (Verbindungslehre). 

Dass hierdurch der Begriff der Zahl vollständig erschöpft und 
genau umgränzt ist, und ebenso der der Kombination, bedarf wohl 
kaum eines weiteren Nachweises. Und da die Gegensätze, durch 
welche diese Definitionen hervorgegangen sind, die einfachsten, in 
dem Begriffe der mathematischen Form unmittelbar mit gegebenen 
sind, so ist hierdurch die obige Ableitung wohl hinlänglich gerecht- 
fertigt^). Ich bemerke nur noch, wie dieser Gegensatz zwischen 
beiden Formen auf eine sehr reine Weise durch die differente Be- 
zeichnung ihrer Elemente ausgedrückt ist, indem das zur Zahl ver- 
knüpfte mit einem und demselben Zeichen (1) bezeichnet wird, das 
zur Kombination verknüpfte mit verschiedenen, im Uebrigen ganz 
willkührlichen Zeichen (den Buchstaben). — Wie nun hiemach 
jede Menge von Dingen (Besonderheiten) als Zahl so gut, wie als 
Kombination aufgefasst werden kann, je nach der verschiedenen 
Betrachtungsweise, bedarf wohl kaum einer Erwähnung. 

7. Eben so sondert sich die stetige Form oder die Grösse 
danach in die algebraisch-stetige Form oder die intensive 
Grösse, und in die kombinatorisch-stetige Form oder die ex- 
tensive Grösse. Die intensive Grösse ist also das durch 
Erzeugung des Gleichen gewordene, die extensive Grösse oder 
die Ausdehnung ist das durch Erzeugung des Verschiedenen 
gewordene. Jene bildet als veränderliche Grösse die Grund- 
lage der Funktionenlehre, der Differenzial- und Integral-Rech- 
nung, diese die Grundlage der Ausdehnungslehre. 

Da von diesen beiden Zweigen der erstere der Zahlenlehre als 
höherer Zweig untei^eordnet zu werden pflegt, der letztere aber 
noch als ein bisher unbekannter Zweig erscheint, so ist es noth- 
wendig, diese ohnehin durch den Begriff des stetigen Fliessens 



*) Der Begriff der Zahl und der Kombination ist schon vor 17 Jahren in 
einer von meinem Vater verfassten Abhandlung, über den Begriff der reinen 
Zahlenlehre, welche in dem Programme des Stettiner Gymnasiums von 1827 
abgedrückt ist, auf ganz ähnliche Weise entwickelt worden, ohne aber zur 
Kenntniss eines grösseren Publikum gelangt zu sein. 
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schwierige Betrachtung näher zu erläutern. Wie in der Zahl die 
Einigung hervortritt, in der Kombination die Sonderung des Zu- 
sammengedachten, so auch in der intensiven Grösse die Einigung 
der Elemente, welche ihrem Begriff nach zwar noch gesondert sind, 
aber nur in ihrem wesentlichen sich gleich sein die intensive Grösse 
bilden, hingegen in der extensiven Grösse die Sondemng der Ele- 
mente, welche zwar, sofern sie Eine Grösse bilden, vereinigt sind, 
aber welche eben nur in ihrer Trennung von einander die Grösse 
konstitniren. Es ist also die intensive Grösse gleichsam die flüssig 
gewordene Zahl, die extensive Grösse die flüssig gewordene Kom- 
bination. Der letzteren ist wesentlich ein Auseinandertreten der 
Elemente imd ein Festhalten derselben als aus einander seiender ; 
das erzeugende Element erscheint bei ihr als ein sich änderndes, 
d. h. durch eine Verschiedenheit der Zustände hindurchgehendes, 
imd die Gesammtheit dieser verschiedenen Zustände bildet eben 
das Gebiet der Ausdehnungsgrösse. Bei der intensiven Grösse hin- 
gegen liefert die Erzeugung derselben eine stetige Eeihe sich selbst 
gleicher Zustände, deren Quantität eben die intensive Grösse ist. 
Als Beispiel ftlr die extensive Grösse können wir am besten die 
begränzte Linie (Strecke) wählen, deren Elemente wesentlich aus 
einander treten und dadurch eben die Linie als Ausdehnung kon- 
stitniren ; hingegen als Beispiel der intensiven Grösse etwa einen 
mit bestimmter Kraft begabten Punkt, indem hier die Elemente 
nicht sich entäussem, sondern nur in der Steigerung sich darstellen, 
also eine bestimmte Stufe der Steigerung bilden. 

Auch hier zeigt sich die aufgestellte Differenz auf eine schöne 
Weise in der Bezeichnung; nämlich bei der intensiven Grösse, 
welche den Gegenstand der Funktionenlehre ausmacht, unterschei- 
det man nicht die Elemente durch besondere Zeichen, sondern wo 
besondere Zeichen hervortreten, da ist dadurch die ganze veränder- 
liche Grösse bezeichnet. Hingegen bei der Ausdehnungsgrösse, 
oder deren konkreter Darstellung, der Linie, werden die verschie- 
denen Elemente auch mit verschiedenen Zeichen (den Buchstaben) 
bezeichnet, grade wie in der Kombinationslehre. Auch ist klar, 
wie jede reale Grösse auf zwiefache Weise kann angeschaut wer- 
den, als intensive und extensive ; nämlich auch die Linie wird als 
intensive Grösse angeschaut, wenn man von der Art, wie ihre 
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I^emente aus einander sind, abmeht, und blee die Quantität der 
Elemente auffasst, und eben so kann der mit einer Sjraft begabte 
Punkt ab extensive Grösse gedacht werden, indem man sieb die 
Kraft in Form einer Linie vorstellt. 

Historisch hat sich imter den vier Zweigen der Matihematik das 
Diskrete eher entwickelt als das Stetige (da jenes dem zergliedern- 
den Verstaiide nfther liegt als dieses), das Algebraische eher als das 
Kombinatorische (da das Gleiche leichter eusammengefasst wird 
als das Verschiedene). Daher ist die Zahlenlehre die früheste, Kom- 
binationslehre und Differenzialrechnung sind gleichzeitig entstanden, 
und von ihnen allen musste die Ausdehnungslehre in ihrer abstrak- 
ten Form die späteste sein, während auf der andern Seite ihr kon- 
kretes (obwohl beschränktes) Abbild, die Eaumlehre, schon der 
frühesten Zeit angehört. 

8. Es kann der Zerspaltung der Formenlehre in die vier 
Zweige ein allgemeiner Theil vorangeschickt werden, welcher 
die allgemeinen, d. h. für alle Zweige gleich anwendbaren Ver,- 
knüpfangsgesetze darstellt, und welchen wir die allgemeine 
Formenlehre nennen können. 

Diesen Theil dem Ganzen vorauszuschicken, ist wesentlich, so- 
fern dadurch nicht blos die Wiederholung derselben Schlussreihen 
in allen vier Zweigen und selbst in den verschiedenen Abtheilungen 
desselben Zweiges erspart, und somit die Entwickelung bedeutend 
abgekürzt wird, sondern auch das dem Wesen nach zusammenge- 
gehörige zusammen erscheint, und als Grundlage des Ganzen auftritt. 

C. Darlegung des BegrifTs der Aiisdehnuiigstehre. 

9. Das stetige Werden, in seine Momente zerlegt, er- 
scheint als ein stetiges Entstehen mit Festhaltung des schon 
gewordenen. Bei der Ausdehnnngsform ist das jedesmal neu 
entstehende als ein verschiedenes gesetzt; halten wir hierbei 
nun das jedesmal gewordene nicht fest, so gelangen wir zu 
dem Begriffe der stetigen Aenderung. Was diese Aen- 
derung erfährt, nennen wir das erzeugende Element, und das 
erzeugende Element in irgend einem der Zustände, den es 
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bei seiner Aenderang annimmt, &n Element der stetigen 
Form. Hiernach ist also die Ansdelmungsform die Gesammt- 
heit aller Elemente, in die das erzeugende Element bei stetiger 
Aendenmg übergeht. 

Der Begriff der stetigen Aendenmg des Elements kann nur bei 
der Aasdehnongsgrösse hervortreten; bei der intensiven Grösse 
wtbrde bei Anfgebung des jedesmal gewordenen nur der stetige 
Ansatz zum Werden als ein vollkommen leeres zurückbleiben. 

In der Baumlehre erscheint als das Element der Punkt, als seme 
stetige Aenderung die Ortsftnderung oder Bewegung, als seine ver- 
schiedenen Zustände die verschiedenen Lagen des Pimktes im Räume. 

10. Das Verschiedene mnss nach einem Gesetze sich 
entwickeln, wenn das Erzeugniss ein bestimmtes sein soll. 
Dies Gesetz mnss bei der einfachen Form dasselbe sein für 
alle Momente des Werdens. Die einfache Ansdefannngsform 
ist also die Form, welche durch eine nach demselben Gesetze 
erfolgende Aenderung des erzeugenden Elements entsteht; 
die Gesammtheit aller nach demselben Gesetz erzengbaren 
Elemente nennen wir ein Sjstem oder ein Gebiet. 

Die Verschiedenheit würde , da das von einem Gegebenen ver- 
schiedene unendlich mannigfach sein kann, sich gänzlich ins Unbe- 
stimmte verlaufen, wenn sie nicht einem festen Gesetze unterworfen 
wäre. Dies Gesetz ist nun aber in der reinen Formenlehre nicht 
durch irgend welchen Inhalt bestimmt; sondern durch die rein 
abstrakte Idee des GesetzmSssigen ist der Begriff der Ausdehnung 
und durch die desselben Gesetzes für alle Momente der Aenderung 
der Begriff der einfachen Ausdehnung bestimmt. Hiemach hat 
nun die einfache Ausdehnung die Beschaffenheit , dass , wenn aus 
einem Elemente derselben a durch einen Akt der Aenderung ein 
anderes Element b derselben Ausdehnung hervorgeht , dann aus b 
durch denselben Akt der Aenderung ein drittes Element derselben 
e hervorgeht. 

In der Raumlehre ist die Gleichheit der Richtung das die ein- 
zelnen Aenderungen umfassende Gesetz, die Strecke in der Raum- 
lehre entspricht also der einfachen Ausdehnung , die unendliche 
gerade Linie dem ganzen System. 
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1 1 . Wendet man zwei verschiedene Gesetze der Aeüdemng 
an, so bildet die Gesammtheit der vermöge beider Gesetze 
erzengbaren Elemente ein System zweiter Stufe. Die Gesetze 
der Aendemng, dnrcli welche die Elemente dieses Systems 
ans einander hervorgehen können, sind von jenen beiden ersten 
abhängig; nimmt man noch ein drittes imabhängiges Gesetz 
hinzu, so gelangt man zu einem Systeme dritter Stufe und 
so fort. 

Als Beispiel möge hier wieder die Eaumlehre dienen. In der- 
selben werden bei zwei verschiedenen Eichtungen aus einem 
Elemente die sämmtlichen Elemente einer Ebene erzeugt , indem 
nttmlich das erzeugende Element beliebig viel nach beiden Rich- 
tungen nach einander fortschreitet , und die Gesammtheit der so 
erzeugbaren Punkte (Elemente) in eins zusammengefasst wird. 
Die Ebene ist also das System zweiter Stufe ; in ihr ist eine un- 
endliche Menge von Richtungen enthalten, welche von jenen beiden 
ersten abhängen. Niount man eine dritte unabhängige Richtung 
hinzu , so wird vermittelst ihrer der ganze unendliche Raum (als 
System dritter Stufe) erzeugt; und weiter als bis zu drei unab- 
hängigen Richtungen (Aenderungsgesetzen) kann man hier nicht 
kommen, während sich in der reinen Ausdehnungslehre die Anzahl 
derselben bis ins Unendliche steigern kann. 

12. Die Verschiedenheit der Gesetze erfordert wieder 
zu ihrer genaueren Bestimmung eine Erzeugungsweise, ver- 
möge deren das eine System in das andere übergeht. Dieser 
Uebergang der verschiedenen Systeme in einander bildet da- 
her eine zweite natürliche Stufe in dem Gebiete der Aus- 
dehnnngslehre , und mit ihr ist dann das Gebiet der elemen- 
taren Darstellung dieser Wissenschaft beschlossen. 

Es entspricht dieser Uebergang der Systeme in einander der 
Schwenkungsbewegung in der Raimilehre , und mit dieser hängt 
zusammen die Winkelgrösse , die absolute Länge , der senkrechte 
Stand u. s. w. ; was alles seine Erledigung erst in dem zweiten 
Theile der Ausdehnimgslehre finden wird. 



D. Form der Darstellung. 

13. Das Eigenthümliche der philosophischen Methode ist, 
dass sie in Gegensätzen fortschreitet, und so vom Allgemeinen 
zum Besonderen gelangt ; die mathematische Methode hingegen 
schreitet von den einfachsten Begriffen zu den zusanmaenge- 
setzteren fort, und gewinnt so durch Verknüpfung des Be- 
sonderen neue und allgemeinere Begriffe. 

Während also dort die Uebersicht Über das Ganze vorwaltet, 
und die Entwickelang eben in der allmäligen Verzweigung und 
Gliederung des Ganzen besteht, so herrscht hier die Aneinander- 
kettung des Besonderen hervor, und jede in sich geschlossene 
Entwickelungsreihe bildet zusammen wieder nur ein Glied für die 
folgende Verkettung, und diese Differenz der Methode liegt in dem 
Begriffe ; denn in der Philosophie ist eben die Einheit der Idee 
das ursprüngliche, die Besonderheit das abgeleitete, in der Mathe- 
matik hingegen die Besonderheit das ursprüngliche, hingegen die 
Idee das letzte , angestrebte ; wodurch die entgegengesetzte Fort- 
schreitung bedingt ist. 

14. Da sowohl die Mathematik als die Philosophie 
Wissenschaften im strengsten Sinne sind, so muss die Methode 
in l^eiden etwas gemeinschaftliches haben, was sie eben zur 
wissenschaftlichen macht. Nun legen wir einer Behandlungs- 
weise Wissenschaftlichkeit bei, wenn der Leser durch sie eines- 
theils mit Nothwendigkeit zur Anerkennung jeder einzelnen 
Wahrheit geführt wird, andrerseits in den Stand gesetzt wird, 
auf jedem Punkte der Entwickelung die Richtung des weiteren 
Fortschreitens zu übersehen. 

Die Unerlässlichkeit der ersten Forderung, nämlich der wissen- 
schaftlichen Strenge, wird jeder zugeben. Was das zweite betrifft, 
so ist dies noch immer ein Punkt , der von den meisten Mathema- 
tikern noch nicht gehörig beachtet wird. Es kommen oft Beweise 
vor , bei denen man zuerst , wenn nicht der Satz oben anstände, 
gar nicht wissen könnte , wohin sie führen sollen , und durch die 
man dann , nachdem man eine ganze Zeitlang blind und aufs Ge- 
rathewohl hin jeden Schritt nachgemacht hat, endlich, ehe man es 
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sich versieht , plötzlich zu der zu erweisenden Wahrheit gelang^. 
Ein solcher Beweis kann yielleicht an Strenge nichts zn wünschen 
Übrig lassen , aber wissenschaftlich ist er nicht ; es fehlt ihm das 
zweite Erfordemiss, die Uebersichtlichkeit. Wer daher einem 
solchen Beweise nachgeht y gelangt nicht zu einer freien Erkennt- 
niss der Wahrheit, sondern bleibt, wenn er sich nicht nachher 
jenen Ueberblick selbst schafft, in gänzlicher Abhängigkeit von der 
besonderen Weise , in der die Wahrheit gefanden war ; und dies 
Gefahl der Unfreiheit , was in solchem Falle wenigstens während 
des Becipirens entsteht , ist für den , der gewohnt ist , frei und 
selbstständig zu denken , und alles was er aufnimmt , selbstthätig 
und lebendig sich anzueignen, ein höchst drückendes. Ist hingegen 
der Leser in jedem Punkt der Entwickelung in den Stand gesetzt, 
zu sehen, wohin er geht, so bleibt er Herrscher über den Stoff, er 
ist an die besondere Form der Darstellung nicht mehr gebunden, 
und die Aneignung wird eine wahre Koproduktion. 

15. Auf dem jedesmaligen Punkte der Entwickelung ist 
die Art der Weiterentwickelung wesentlich durch eine leitende 
Idee bestimmt, welche entweder nichts anderes ist, als eine 
vermuthete Analogie mit verwandten und schon bekannten 
Zweigen des Wissens, oder welche, und dies ist der beste 
Fall, eine direkte Ahnung der zunächst zu suchenden Wahr- 
heit ist. 

Die Analogie ist , da sie in verwandte Gebiete hineinspielt, nur 
einNothbehelf; wenn es nicht eben darauf ankommt, die Beziehung 
zu einem verwandten Zweige durchweg hervorzuheben, und so eine 
fortlaufende Analogie mit diesem Zweige zuziehen*). Die Ahnung 
scheint dem Gebiet der reinen Wissenschaft fremd zu sein und am 
allermeisten dem mathematischen. Allein ohne sie ist es unmög- 
lich, irgend eine neue Wahrheit aufzufinden; durch blinde Kombi- 
nation der gewonnenen Resultate gelangt man nicht dazu; sondern, 
was man zu kombiniren hat und auf welche Weise , muss durch 
die leitende Idee bestimmt sein , und diese Idee wiederum kann, 



*) Dieser Fall tritt bei der hier zu behandelnden Wissenschaft in 
Bezug auf die Geometrie ein, weshalb ich den Weg der Analogie meist 
vorgezogen habe. 



«he sie sich durch die Wissenschaft sdbst verwirklieht hat, nur in 
der Form der Ahnung erscheinen. £s ist daher diese Ahnung auf 
dem wissenschaftlichen Qebiet etwas unentbehrliches. Sie ist näm- 
lich , wenn sie von rechter Art ist , das in eins ausammenschauen 
der ganaen Entwickelungsreihe» die su der neuen Wahrheit ftlhrt, 
aber mit noch nicht aus einander gelegt^ Momenten der £nt- 
wickelung und daher auch im Anfang nur erst als dunkles Vor- 
geföhl; die Auseinanderlegung jener Momente enthält sugleich 
die Auffindung der Wahrheit und die Kritik jenes Vorgeftihls. 
16. Daher ist die wissenschaftliche DarstelliCDg ihrem 
Wesen nach ein Ineinandergreifen zweier Entwickelungsreihen, 
von denen die dbe mit Konsequenz von einer Wahrheit zur 
andern führt, und den eigentlichen Inhalt bildet, die andere 
aber das Verfahren selbst beherrscht und die Form bestimmt. 
In der Mathematik tre^n diese beiden Entwickelungsreihen 
am schärfsten aus einander* 

Es ist in der Mathematik schon lange , und Euklid selbst hat 
darin das Vorbild gegeben, Sitte gewesen, nur die eine Entwicke- 
lungsreihe , welche den eigentlichen Inhalt bildet, hervortreten zu 
lassen, in Bezug auf die andere aber es dem Leser zu überlassen, 
sie zwischen den Zeilen herauszulesen. Allein wie vollendet auch 
die Anordnung und Darstellung jener Entwickelungsreihe sein mag : 
so ist es doch unmöglich, dadurch demjenigen, der die Wissenschaft 
erst kennen lernen soll, schon auf jedem Punkte der Entwickelung 
die Uebersicht gegenwärtig zu erhalten, und ihn in Stand zu setzen, 
selbstthätig und frei weiter fortzuschreiten. Dazu ist vielmehr 
nöthig , dass der Leser möglichst in denjenigen Zustand versetzt ^ 
wird, in welchem der Entdecker der Wahrheit im günstigsten Falle 
sich befinden müsste. In demjenigen aber, der die Wahrheit auf- 
findet, findet ein stetes sich besinnen über den Gang der Entwicke- 
lung statt; es bildet sich in ihm eine eigenthümliche Gedankenreihe 
über den Weg , * den er einzuschlagen hat , und Über die Idee, 
welche dem Ganzen zu Grunde liegt; und diese G^dankenreihe 
bildet den eigentlichen Kern und Geist seiner Thätigkeit, während 
die konsequente Auseinanderlegung der Wahrheiten nur die Ver- 
körperung jener Idee ist. Dem Leser nun zumuthen wollen, dass 
er, ohne zu solchen Gedankenreihen angeleitet zu sein, dennoch auf 
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dem Wege der Entdeckung selbstständig fbrtschreiten sollte, faeiast 
ihn ttber den Entdecker der Wahrheit selbet stellen , und somit 
das Yerhältniss zwischen ihm und dem Verfasser umkehren, wobei 
dann die ganze Abfassung des Werkes ' als ttberflüssig erscheint. 
Daher haben denn auch neuere Mathematiker und namentlich die 
Fransosen angefallen, beide Entwiekelungsreihen zu verweben. 
Das Anziehende , was dadurch ihre Werke bekcmmen haben , be- 
steht eben darin, dass der Leser sieh frei ftthlt und nicht einge- 
zwängt ist in Formen, denen ei^, weil er sie nicht beherrscht, 
knechtisch folgen muss. Dass nun in der Mathematik diese £nt- 
wickelungsreihen am schärfsten aus einander treten , liegt in der 
Eigenthfimlichkeit ihrer Methode (Nr. 18); da sie nämlich vom 
Besondern aus durch Verkettung fortschreitet , so ist die Einheit 
der Idee das letzte. Daher trägt die zweite Entwickelungsreihe 
einen ganz entgegengesetzten Charakter an sich wie die erste, und 
die Durchdringung beider erscheint schwieriger, wie in irgend 
einer andern Wissenschaft. Um dieser Schwierigkeit willen darf 
man aber doch nicht, wie es von den deutschen Mathematikern 
häufig geschieht, das ganze Verfahren aufgeben und verwerfen. 

In dem vorliegenden Werke habe ich daher den angedeuteten 
Weg eingeschlagen, und es schien mir dies bei einer neuen Wissen- 
schaft um so nothwendiger , als eben zugleich die Idee derselben 
zuerst ans Lieht treten soll. 



Uekrsieht der aügemeiiieD FonneBlehre. 



% 1 . Unter der allgemeinen Formenlehre verstehen wir diejenige 
le^ von Wahrheiten, wekhe sich auf alle Zweige der Mathematik 
aaf gleiche Welse beziehen , und daher mir die aUgemeinen Begriff« 
d«r GMchheit imd Yerschi€idei^eit, der VerknÜpAuig und Sonderung 
Yoranssetzen. Es mttsste didier die allgemeine Formenlehre allen 
speoiellen Zweägep der Mathematik vorangehen ^) ; da aber jener all^ 
gemeine Zweig noohniAht ab solcher vorhanden ist, und wir ihn doch 
nicht, ohne uns in unnittze Weitläufigkeiten suverwick^, Übergehen 
dfipfen, so bleiixt uns nichts Übrig, als denselben hier so weit zu eint- 
iHekeln , wie wir seiner für unsere Wissenschaft bedürfen. Es ist 
Uer 9u^st der Begriff der G-leichheit und Verschiedetnheit festzustellen. 
Th dasCI)leiohe nothwendig, auch schon damit nur die Zweiheit heraus^ 
tritt , als Vetschiedenes, und das Verschiedene aueh als Gleiches er- 
scheinen muss , nur in verschiedener Hinsicht ^ , so scheint es bei 
oberfljlchlicher Betrachtung nöthig, verschiedene Beziehungen der 
Gleiehheit und Yerschiedeiüieit aufzustellen ; so würde z. B. bei Ver- 
gleichung zweier begränzter Linien die Gleichheit der Eichtung oder 
der Länge, oder der Richtung und Länge, oder der Richtung und Lage 
n. 8. w. ausgesagt werden können , und bei andern zu vergleichenden 
Pi^geQ wt^rden wieder andere Beziehungen der Gleichheit hervor- 
treten. Aber schon dass diese Beziehungen andere werden je nach 
der BesdiafFenheit der zu vergleichenden Binge , liiert den Beweis 
dafür, dass diese Beziehungen nicht dem Begriff der Gleichheit selbst 



*) S. Einl. Nr. 13. 
♦*) Ebendas. Nr. 6. 
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angehören , sondern den Gegenständen , auf welche derselbe Begriff 
der Gleichheit angewandt wird. In der That von zwei gleich langen 
Strecken z. B. können wir nicht sagen , dass sie an sich gleich sind, 
sondern nur, dass ihre Länge gleich sei , und diese Länge steht dann 
eben auch in der vollkommenen Beziehung der Gleichheit. Somit 
haben wir dem Begriff der Gleichheit seine Einfachheit gerettet, und 
können denselben dahin bestimmen , dass gleich dasjenige sei , von 
dem man stets dasselbe aussagen kann oder allgemeiner, was in jedem 
Urtheile sich gegenseitig substituirt werden kann*). Wie hierin zu- 
gleich ausgesagt liegt , dass wenn zwei Formen einer dritten gleich 
sind, sie auch selbst einander gleich sind, und dass das aus dem 
Gleichen auf dieselbe Weise erzeugte wieder gleich sei, liegt am Tage. 
§ 2. Der zweite Gegensatz, den wir hier in Betracht zu ziehen 
haben, ist der der Verknüpfung und Sonderung. Wenn zwei Grössen 
oder Formen (welchen Namen wir als den allgemeineren vorziehen, 
s. Einl. 3) unter sich verknüpft sind, so heissen sie Glieder der 
Verknüpfung, die Form, welche durch die Verknüpfung beider dar- 
gestellt wird, das Ergebniss der Verknüpfung. Sollen beide 
Glieder unterschieden werden, so nennen wir das eine das Vorder- 
g 1 i e d , das andere das Hinterglied. Als das allgemeine Zeichen 
der Verknüpftmg wählen wir das Zeichen ^ ; sind nun a und b die 
Glieder derselben , und zwar a das Vorderglied , b das Hinterglied, 
so bezeichnen wir das Ergebniss der Verknüpfung mit (a^N b) ; indem die 
ELlammer hier ausdrücken soll, dass die Verknüpfung nicht mehr in 
der Trennung ihrer Glieder soll angeschaut werden, sondern als eine 
Einheit des Begriffs**). Das Ergebniss der Verkntipftmg kann wieder 
mit andern Formen verknüpft werden , und so gelangt man zu einer 



*) Es soll dies keine philosophische Begriffsbestimmung sein, sondern nur 
eine Verständigung über das Wort, damit nicht etwa verschiedenes darunter 
verstanden werde. Die philosophische Begriffsbestimmung würde vielmehr 
den Gegensatz des Gleichen und Verschiedenen in seinem Fliessen und in 
seiner starren Abgränzung zu ergreifen haben , wozu noch ein nicht unbe* 
trächtlicher Apparat von Begriffsbestimmungen erforderlich sein würde, der 
hier nicht hergehört. 

**) Auf welche Weise nun diese Einheit bewirkt wird, und was dabei jedes- 
mal an der Vorstellung des einzelnen Verknüpften aufgegeben wird , hängt 
von der Natur der jedesmaligen Verknüpfung ab. 



§3 Gleichheit — Yerknüpfang. } 

• 

Yerkntlpftuig mehrerer Grlieder , welche aber zimächst immer nur als 
eine Yerknüpfang je zweier erscheint. Der Bequemlichkeit wegen 
bedienen wir uns der üblichen abgekürzten Klammerbezeichnung, 
indem wir nämlich die zusammengehörigen Zeichen einer Klammer 
weglassen, wenn deren Oefihungszeichen [(] entweder am Anfang des 
ganzen Ausdrucks steht, oder nach einem andern Oe&ungszeichen 
folgen würde ; z. B. statt ((a'- b) '^ c) schreiben wir a ^ b '^ c. 

§ 3. Die besondere Art der Verknüpfung wird nun dadurch 
bestimmt, was bei derselben als Ergebniss festgehalten, d. h. unter 
welchen Umständen und in welcher Ausdehnung das Ergebniss als 
sich gleich bleibend gesetzt wird. Die einzigen Veränderungen, 
welche man , ohne die einzelnen verknüpften Formen selbst zu än- 
dern, vornehmen kann, ist Aenderung der Klammem imd Umord- 
nung der Glieder. Nehmen wir zuerst die Verknüpfung so an, 
dass bei drei Gliedern das Setzen der Klammern keinen realen 
Unterschied, d. h. keinen Unterschied des Ergebnisses begründet, 
also dass a^(b^c)=a^b^c ist, so folgt zunächst, dass man auch 
in jeder mehrgliedrigen Verknüpfung dieser Art ohne ihr Ergeb- 
niss zu ändern, die Klammern weglassen kann. Denn jede Klam- 
mer schliesst vermöge der darüber festgesetzten Bestimmung zu- 
nächst einen zweigliedrigen Ausdruck ein, und dieser Ausdruck 
muss wieder als Glied verbunden sein mit einer andern Form, kurz 
es tritt eine Verbindung von drei Formen hervor, für welche wir 
voraussetzten, dass man die Klammer weglassen könne, ohne das 
Ergebniss ihrer Verknüpfung zu ändern; also wird auch, da man 
statt jeder Form die ihr gleiche setzen darf, das Gesammtergeb- 
niss durch das Weglassen jener Klammer nicht geändert. Also 

„Wenn eine Verknüpfimg von der Art ist, dass bei drei Glie- 
dern die Klammem weggelassen werden dürfen, so gilt dies 
auch bei beliebig vielen;" 

oder, da man in zwei Ausdrücken, welche sich nur durch das 
Setzen der Klammem unterscheiden, stets nach dem so eben er- 
wiesenen Satze die Klammem weglassen darf, so sind beide Aus- 
drücke, da sie demselben (klammerlosen) Ausdrucke gleich sind, 
auch unter sich gleich , und man hat den vorigen Satz in etwas all- 
gemeinerer Form: 

1* 
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„Wenn eine Verknüpfimg von der Art ist , das ftür drei Glie- 
der die Art , wie die Klammem gesetzt werden , keinen realen 
ünterscliied begrtlndet, so gilt dasselbe auisli ftir beliebig 
viele Grlieder." 

§ 4. Wäre auf der andern Seite für eine Verknttpfimg nur 
die Vertanschbarkeit der beiden Q-iieder festgesetzt , so würde dar- 
aus keine andere Folgerung gezogen werden können. Kommt aber 
diese Bestimmung noch zu der im vorigen § gemachten hinzu, so 
folgt, dass auch bei mehrgliedrigen Ausdrücken die Ordnung der 
Glieder für das Gesammtergebniss gleichgültig ist, indem man 
nämlich leicht zeigen kann , dass sich je zwei aufeinander folgende 
Glieder vertauschen lassen. In der That kann man nach dem zu- 
letzt erwiesenen Satze (§ 3) zwei solche Glieder , deren Vertausch- 
barkeit man nachweisen will , in EClammem einschliessen ohne 
Aenderung des Gesammtergebnisses , femer diese Glieder unter 
sich vertauschen, ohne das Ergebniss der aus ihnen gebildeten 
Verknüpfung zu ändern (wie wir so eben voraussetzten) , abo auch 
ohne das Ergebniss der ganzen Verknüpfung zu ändern (da man 
statt jeder Form die ihr gleiche setzen kann) , und endlich können 
nun die Klammem wieder so gesetzt werden, wie sie zu Anfang 
waren. Somit ist die Vertauschbarkeit zVeier einander folgender 
Glieder erwiesen. Da man nun aber durch Fortsetzung dieses 
Verfahrens jedes Glied auf jede beliebige Stelle bringen kann , so 
ist die Ordnung der Glieder überhaupt gleichgültig. Also dies Ke- 
sultat zusammengefasst mit dem des vorigen Paragraphen : 

„Wenn eine Verknüp^ng von der Art ist, dass man, ohne 
Aenderung des Ergebnisses, bei drei Gliedern die Klammem 
beliebig setzen, bei zweien die Ordnung verändern darf: so 
ist auch bei beliebig vielen Gliedern das Setzen der Klammem 
und die Ordnung der Glieder gleichgültig für das Ergebniss." 
Wir werden der Kürze weg^i eine solche Verknüpfung , ftir welche 
die angegebenen Bestimmungen gelten, eine einfache nennen. 
Eine noch weiter gehende Bestimmung ist nun für die Art der 
Verknüpfung, wenn man nicht auf die Natur der verknüpften For- 
men zurückgeht , nicht mehr möglich , und wir schreiten daher zur 
Auflösung der gewonnenen Verknüpfung, oder zum analytischen 
Verfahren. 
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§ 5. Das analytisclie Verfaluren besteht dann , dass man an 
dem Ergebniss der Yerkntlpfdng und dem einen Gliede derselben 
das andere sacht. Es gehören daher zn einer VerkntLpfiing zwei 
analytische Yerfahnmgsarten , je nachdem nämlich deren Yorder- 
glied oder Hinterglied gesucht wird; und beide Yerfahrongsarten 
liefern nur dann ein gleiches Ergebniss , wenn die beiden Glieder 
der ursprünglichen Yerknüpfang vertanschbar sind. Da auch dies 
analytische Yerfahren als YerknüpAing kann anfgefasst werden , so 
unterscheiden wir die ursprüngliche oder synthetische Yerknüpfang 
und die auflösende oder analytische Yerknttpfung. Im Folgenden 
werden wir nun zunächst die synthetische Yerknüpfung in dem 
Sinne des vorigen Paragraphen als eine einfache voraussetzen und 
als Zeichen derselben das Zeichen '^ beibehalten, für die entsprechende 
analytische Yerknüpfang, hingegen da hier die beiden Arten der- 
selben zusammenfallen, das umgekehrte Zeichen ^ wählen, und 
zwar so, dass wir das Ergebniss der synthetischen Yerknüpfang, 
was bei der analytischen gegeben ist, hier zum Yordergliede machen. 
Sonach bezeichnet hier a^b diejenige Form, welche mit b synthetisch 
verknüpft a giebt, so dass also allemal a^b^bs» a ist. Hierin liegt 
sogleich eingeschlossen, dass a^b^c diejenige Form bedeutet, welche 
mit c und dann mit b synthetisch verknüpft a giebt , d. h. also auch 
nach §. 4 diejenige Form , welche mit denselben Weihen in um- 
gekehrter Folge, oder auch mit b^c synthetisch verknüpft a giebt« 
d.h. 

a^b^C"««a^c^b 

=a^(b'^c); 

und da dieselbe Schlussfolge für beliebig viele Glieder gilt, so folgt, 
dass auch die Ordnung der Glieder , welche analytische Yorzeichen 
haben, gleichgültig ist, und man diese Glieder in eine Klammer 
schliessen darf, wenn man nur die in die Klanmier rückenden 
Yorzeichen umkehrt. Hieraus nun folgt weiter, dass 

a^(b^c)^a*'b'^c 

sei. In der That hat man aus der Definition der analytischen Yer- 
knüp^mg 

a«(b*'c) a«a«(b^c)^C'^c; 
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dieser Ausdruck ist wieder vermöge des so eben erwiesenen Ge- 
setzes 

und dies letztere ist endlich vermöge der Definition der analytischen 
Verknüpfung 

=ssa^b'^c, 

also auch der erste Ausdruck dem letzten gleich. Drücken wir dies 
Resultat in Worten aus, und fassen wir es mit dem vorher gewonnenen 
Resultate zusammen, so erhalten wir den Satz : 

;, Wenn die synthetische Verknüpfung eine einfache ist , so ist 
es für das Ergebniss gleichgültig, in welcher Ordnung man 
synthetisch oder analytisch verknüpft; auch darf man nach 
einem synthetischen Zeichen eine Klammer setzen oder weg- 
lassen, wenn dieselbe nur synthetische Glieder enthält, nach 
emem analytischen aber unter allen Umständen die Klammer 
setzen oder weglassen, sobald man nur in diesem Falle die 
Vorzeichen innerhalb der Klammer umkehrt , d. h. das analy- 
tische Zeichen in ein synthetisches verwandelt und umgekehrt." 
Dies ist das allgemeinste Resultat, zu dem wir bei den an- 
genommenen Voraussetzungen gelangen können. Hingegen geht 
aus denselben nicht hervor, dass man eine Klammer, welche ein 
analytisches Zeichen einschliesst , und ein synthetisches vor sich hat, 
weglassen könne. Vielmehr muss dazu erst eine neue Voraus- 
setzimg gemacht werden. 

§ 6. Die neue Voraussetzung, die wir hinzufügen, ist die, 
dass das Ergebniss der analytischen Verknüpfung eindeutig sei, oder 
mit andern Worten, dass, wenn das eine Glied der synthetischen 
Verknüpfung unverändert bleibt , das andere aber sich ändert , dann 
auch jedesmal das Ergebniss sich ändere. Hieraus ergiebt sich zu- 
nächst, dass 

a'^ b'^bs^a 

ist; denn a^^b^b bedeutet die Form, die mit b synthetisch verknüpft 
a^^b giebt. Nun ist a eine solche Form und vermöge der Eindeutig- 
keit des Resultats die einzige, also die Geltung der obigen Gleichung 
erwiesen. Hieraus wiederum geht hervor, dass 

a'^(b>'c)a«a'^b'^c 
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ist. Um nämlich den zweiten Ausdruck auf den ersten zu bringen, 
kann man in ihm statt b setzen ((b ^ c) «^ c und erhttlt 

a'^b^css^a^ ((b «^ c) '^ c) ^ c ; 

dies ist nach §. 4 

= a'^(b^c)«C'^c, 
und dies wieder nach dem so eben erwiesenen Satze 

= a '^ (b '^ c) , 
also ist auch der erste Ausdruck dem letzten gleich ; da man nun 
diese Schlüsse wiederholen kann, wenn mehrere Glieder in der 
Klanmier vorkommen, so hat man den Satz : 

,,Wenn die synthetische Verknüpfung eine einfache, und die 
entsprechende analytische eine eindeutige ist, so kann man 
nach einem synthetischen Zeichen die Klammer beliebig setzen 
oder weglassen. Wir nennen dann (wenn jene Eindeutigkeit 
auf allgemeine Weise stattfindet) die synthetische Vei^üpfung 
Addition, und die entsprechende analytische Subtraktion. 
Was die Ordnung der Glieder betrifft , so folgt , dass a ^ b ^ c ^a 
a ^^ c ^ b ist ; denn a'^b^cessb'^a'^c = b'^(a^c) = a>^C'^b; so 
dass wir also auch die Vertauschbarkeit zweier Glieder , deren eins 
ein synthetisches, das andere ein analytisches Vorzeichen hat, nach- 
gewiesen haben , sobald die Eindeutigkeit des analytischen Ergeb- 
nisses vorausgesetzt ist. Und nur unter dieser Voraussetzung 
gelten die Sätze dieses Paragraphen , während die des vorigen auch 
dann noch gelten, wenn das Ergebniss der analytischen Verknüpfung 
vieldeutig ist *) **). 



*) Beispiele einer solchen Vieldeutigkeit liefert nicht bloss , wie sich 
später zeigen wird , die Ansdehnangslekre in reichlicher Menge , sondern 
anch die Arithmetik bietet sie dar , und es ist daher die festgesetzte ITnter- 
scheidung anch für sie wichtig. Nämlich als einfache Verknüpfangen zeigen 
sich Addition und Multiplikation ; und während die Subtraktion immer ein- 
deutig ist, so ist es die Division nur, so lange die Null nicht als Divisor 
erseheint ; deshalb gelten für die Division nur die Sätze des vorigen § all- 
gemein, während die Sätze dieses § nur mit der Beschränknng gelten, dass 
die Null nicht als Divisor erscheint. Ans der Nichtbeachtung dieses 
ümstandes müssen die ärgsten Widersprüche und Verwirrungen hervor« 
gehen, wie es auch zum Theil geschehen ist. 

**) Ein späterhin angestellter Versuch, die Gesetze für die Verknüpfting 
mehrdeutiger Ghrössen aufzustellen , hat mich zu der Ueberzengung geführt, 
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§ 7. Durch das analytistdie YeiMuren gelaikgt man zur in* 
differenten und ixer abalTtischen Form* Die erstere erhält maa 
durch die analytische Verknüpfung zweier gleicher Formen, also 
a ^ a stellt die indifferente Form dar , und zwar ist dieselbe unab- 
hängig von dem Werthe a. In der That ist a ^ a «» b ^ b ; denn 
b "^ b stellt die Form dar , welche mit b synthetisch verknüpft b 
giebt , eine solche Form ist a^a, da b^(a^a)e»b^a''a=:b ist. 
In dem umfange nun , in welchem zugleich das Ergebniss der ana- 
lytischen Verknüpfung eindeutig ist , muss daher auch a ^ a gleich 
b ^ b gesetzt werden. Da somit die indifferente Form unter der 
gemachten Voraussetzung immer nur Einen Werth darstellt , so er- 
giebt sich daraus die Nothwendigkeit , sie durch ein eigenes Zeichen 
zu fixiren. Wir wählen dazu für den Augenblick das Zeichen «> , 
und bezeichnen die Form ( «> ^ a) mit ( ^^ a) , und nennen ( ^ a) die 
rein analytische Form, und zwar, wenn die synthetische Verknüpfung' 
die Addition war , die negative Form. Dass {&^ o) und (a ^ « ) 
gleich a , dass femer ^ ( ^^ a) gleich ^ a , und ^ ( ^ a) gleich ^ a ist> 
ergiebt sich direkt , indem man nur die so eben dargestellten voll> 
ständigen Ausdrücke diesen Formen zu substituiren hat, um so- 
gleich die Eichtigkeit dieser Gleichungen zu übersehen*). Die 
analytische Form zur Addition nannten wir ins Besondere die nega- 



dass man überall die mehrdeutigen Grössen zuerst in eindeutige verwandeln 
muss , ehe man überhaupt auf sie irgend ein Verknüpfangsgesetz anwende& 
kann. Ich habe dieser Üeberzengtilig in meiner Aus^hnnn^slehre *toti 
1862 in der Anmerkung zu No'. 348 und zu No. 477 Ausdruck terUefaeA, ttiid 
zugleich an ersterer Stelle gezeigt , wie man die mehrdeutigen Grossen in 
eindeutige velrwandeln kann. Auch intfin«r Arithmetik (Stettin 1860. 
Druck und Verlag von B. Ghrassmaiin) liegt diese Uelwrzeagang sü Grunde* 
(1877.) 

*) Es ist ein vergebliches Uatemehnten, wenn man z.B. beiderAddfüom 
und Snbtaraktion in der Atithmotik^ nachdem man die hierher gelk3r^nto& 
GcMtee fjlff porttive Zahlen nachgewiesen hat, sie hinterher noch b«isoiiderl^ 
für negative ZaUen beweisen will« Indem man nSinlich die negative Zahl 
alt solehe definirt, di^ zu a addürt Null giebt, so meint man hier mit den 
▲ddiren (indem der Begriff desselben zün&chst nur fär positive Zahlen ai^ 
gestellt ist) entweder dieselbe Yerknüpfnngsweise , für welche die Grund*^ 
gesetze, die den allgemeinen Begriff der Addition bestimMen , gellen, oder 
eine andere. Im ersterea Falle iü der Nachweis nnnöthig , da die weiteren 
Gtietoe dann für die negativen ZaUen schon mit bewiesen sind; inf letatet«« 
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tlte F^rni^ und die indifferente in Bezug atif die Addition u»d 
Sübtmktion nennea wir NidL 

§ 8. Wir haben bisher den Begriff der Addition rein formell 
ge^ftssty indem wir ihn durch das Grelten gewisser VerknttpfiingB- 
gesetze besthnmten. Dieser formelle Begriff bleibt anch immer der 
einzige allgemeine. Doch ist dies nicht die Art , wie wir in den 
einzelnen Zweigen der Mathematik zu diesem Begriffe gelangen» 
Vielmehr ergiebt Mch in ihnen aus der ITrzeugpnig der Grössen 
selbst eine eigenthümliche Verknüpfongsweise , welche sich deiui 
dadurch , dass jene formellen Gesetze auf sie anwendbar sind , als 
Addition in dem eben angegebenen allgemeinen Sinne darstellt. Be* 
trachten wir nämlich zwei Grössen (Formen) , welche durch Fort- 
setEuHg derselben Erzeug^gsweise hervorgehen ^ und welche wir 
„in gleichem Sinne erzengt" nennen > so ist klar, wie man beide 
flo an einander reihen kann , dass beide Ein Ganzes ausmachen , in* 
dem ihr beiderseitiger Inhalt, d. h. die Theile, welche beide ent» 
halten, in eins zusannnengedacht werden, und dies Ganze dann 
mit jenen beiden Gröss^i gleichfalls in gleichem Sinne erzeugt 
gedaeht wird. Nun ist leicht zu zeigen , dass diese Verknüpfimg 
eine Addition ist, d. h. dass sie eine einfache, und ihre Analyse 
eine eindeutige ist. Zuerst kann ich beliebig zusammenfassen und 
beliebig yertauschen, weil die Theile, welche zusammengedacht 
werden, dabei dieselben Ueiben, und ihre Folge nichts ändern 
kann , da sie alle gleich sind (als durch gleiche Erzeugungen ent- 
standen) ; aber es ist audi ihre Analyse eindeutig ; denn wäre dies 
nicht der Fall , so mtlsste bei der synthetischen Verknüpfimg , wäh** 
rend das eine Glied und das Ergebniss dasselbe bliebe , das andere 
Ölied versclnedene Werthe annehmen können ; von diesen Werthen 
müBste dann der eine grösser seöni als der andere; also mtlseten 
dann zu dem letzteren noch Theile hinzukommen; aber dann würden 
aitteh zu dem ErgebnisBe dieselben Theile hinzukommen, das Er^ 
gebniss also ein anderes werden, wider die Voraussetzung. Also 
da aueh die entsprechende analytische Verknüpfung eindeutig ist, 



Falle ist er unmöglich , wenn der Begriff der Addition solcher Zahlen nicht 
etwa noch anderweitig bestimmt werden sollte. Eben so verhält es sich mit 
dea Brachen im Gegensattse gegen die ganzen Zahlen. 
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80 ist die synthetische Verknüpfung als Addition anfzofAssen, die 
entsprechende analytische als Subtraktion, und es gelten demnach 
für diese Verknüpfungen alle in §§3 — 7 aufgestellten Gesetze. 
Es ergab sich dort, dass die Gesetze dieser Verknüpfungen auch 
dann unverändert bestehen bleiben, wenn die Glieder negativ 
werden. Vergleichen wir die negativen Grössen mit den positiven, 
so können wir sagen, sie seien im entgegengesetzten Sinne er- 
zeugt; und sowohl die in gleichem als die in entgegengesetztem 
Sinne erzeugten Grössen können wir unter dem Namen gleich- 
artiger Grössen zusammenfassen, und also ist auf diese Weise der 
reale Begriff der Addition und Subtraktion für gleichartige Grössen 
überhaupt bestimmt. 

§ 9. Wir haben bisher nur Eine synthetische Verknüpfungs- 
art für sich und in ihrem Verhältnisse zur entsprechenden analy- 
tischen betrachtet. Es kommt jetzt darauf an, die Beziehung zweier 
verschiedener synthetischer Verknüpfungsarten darzulegen. Zu dem 
Ende muss die euie durch die andere ihrem Begriffe nach bestimmt 
sein. Diese Begriffsbestimmung hängt von der Art ab, wie ein Aus* 
druck , welcher beide Verknüpfungsweisen enthält , ohne Aenderung 
des Gesammtergebnisses umgestaltet werden kann. Die einfachste 
Art, wie in einem Ausdrucke beide Verknüpfungen vorkommen 
können, ist die, dass das Ergebniss der einen Verknüpfung der 
zweiten unterworfen wird, also wenn ^^ und ^ die Zeichen der beiden 
Verknüpfungen sind, so hängt das Verhältniss beider von den Um- 
gestaltungen ab , welche mit dem Ausdruck (a a b) ^ c vorgenommen 
werden dtlrfen. Wenn sich die zweite Verknüpfung auf beide 
Glieder der ersten gleichmässig beziehen soll, so bietet sich als 
die einfachste Umgestaltung die dar, dass man jedes Glied der 
ersten Verknüpfung der zweiten unterwerfen , und dann diese ein- 
zelnen Ergebnisse als Glieder der ersten Verknüpfungsweise setzen 
könne. Wenn diese Umgestaltung ohne Aenderung des Gesammt- 
ergebnisses vorgenommen werden kann, d. h. also (aAb)^ca» 
(a Ä c) A (b Ä c) ist , so nennen wir die zweite Verknüpfung die jener 
ersten entsprechende Verknüpfung nächst höherer Stufe. Sind ins- 
besondere bei dieser zweiten Verknüpfung beide Glieder auf gleiche 
Weise abhängig von der ersten, so dass also jene Bestimmung 
sowohl filr das Hinterglied der neuen Verbindung gilt, wie für 



§ 10 Verkn. höherer Stufen ^ Miütiplikatioii. H 

deren Vord^rglied, und ist ferner die erstere VerknApfung eine 
einfache, und ihre entsprechende analjüsche eine eindeutige, so 
nennen wir die letztere Multiplikation , wfthrend wir für die erstere 
schon oben den Namen der Addition festgesetzt hatten. lEß ist 
dies Überhatipt die Art, wie von vorne herein, d. h. wenn noch 
keine Verknüpfungsart gegeben ist, eine solche nebst der sich daran 
anschliessenden höheren bestimmt werden kann. Daher betrachten 
wir auch die Addition als die Verknüpfung erster Stufe , die Multi< 
plikation also als die Verknüpfung zweiter Stufe*). Wir wählen von 
nun an statt der allgemeinen Verknüpfungszeichen die bestimmten 
ftLr diese Verkntipfimgsarten üblichen , und zwar wählen wir für die 
Multiplikation das blosse Aneinanderschreiben. 

§ 10. Die Beziehung der Multiplikation zur Addition haben 
wir dahin bestinunt, dass * 

(a -f- b) c = ac -|- bc 

c (a -(- b) = ca -j- cb 
ist; und dadurch war uns der Begriff der Multiplikation festgestellt. 
Durch wiederholte Anwendung dieses Grundgesetzes gelangt man 
sogleich zu dem allgemeineren Satze, dass man, wenn beide Faktoren 
zerstückt sind , jedes Stück des einen mit jedem Stück des andern 
multipliciren und die Produkte addiren kann. Hieraus ergiebt sich 
für die Beziehung der Multiplikation zur Subtraktion ein ent- 
sprechendes Gesetz, nämlich zunächst, dass 

(a — b)c = ac — bc 
ist« Nämlich setzt man , um den zweiten Ausdruck auf den ersten 
zurückzuführen , in demselben statt a das ihm Gleiche (a — b) -f* b, 
80 hat man 

ac — bc = ((a — b)-|-b)c — bc; 
der zweite Ausdruck ist nach dem so eben aufgestellten Gesetze 

= (a — b) c -|- bc — bc , 
und dieser Ausdruck nach §. 6 

= (a — b)c, 



*) Als dritte Stufe würde sich nach demselben Prinzip das Potenziren 
darstellen , was wir hier aber der Kürze wegen übergehen. Dass übrigens 
die Begriffsbestimmung für diese Verknüpfungen hier nur eine formelle sein, 
und erst in den einzelnen Wissenschaften durch Bealdefinitionen verkörpert 
werden kann, liegt in der Katar der Sache. 
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ako der etvte Ausdmek dem letzten gleich« Auf gleiche Weise 
folgt , wenn der sweite Faktor eine Bifferenfl ist , das entspreehende 
Gesetz. "Dtaeh wiederholte Anwendung dieser Gesetze gelangt man 
zu dem allgemeineren Satze : 

^Wenn die Faktoren eines Produktes durch Addition und Sub- 
traktion gegliedert sind , so kann man ohne Aenderung des 3^ 
sammtergehnisses , jedes Olied des einen mit jedem Gliede des 
andern multipliciren , und die so erhaltenen Produkte durch 
vorgesetzte Additions- und Subtraktionszeichen verknüpfen , je 
nachdem die Vorzeichen ihrer Faktoren gleich oder imglesch 
waren." 

§ 11. Fttr die Division gilt ganz allgemein, mag nun ihr 
Resultat eindeutig oder vieldeutig*) sein, das Gesetz der Zer- 
stückung des Dividend , nämlich 

a + b a — b „ 
" e c"*" c' 

wobei wir aber noch zu merken haben, dass, da für die Multipli- 
kation im Allgemeinen nicht Vertauschbarkeit der Faktoren an- 
genommen wurde, auch im Allgemeinen zwei Arten der Division 
unterschieden werden müssen, je nachdem nümlich das Vorder* 
gHed oder das Hinterglied der multiplikativen Verknüpfung gesucht 
wird. Da Indessen beide Faktoren eine gleiche Beziehung zur 
Addition und Subtraktion haben, so wird dies auch von beiden 
Arten der Division gelten; und wenn das obige Gesetz für eine 
Art erwiesen ist, so wird es aus denselben Gründen auch für die 
andere erwiesen sein. Wir woUen annehmen , es sei das Vorder- 
glied gesucht ; also wenn z. B. 

— = x ist**), so sei xc^sa. 
.c 

a I b 
£s bedeutet "^ hiemach diejenige Form , die als Vorderglied mit 

.c 

c multiplicirt a-f-b giebt. Ich kann zuerst jede Form in zwei 

Stücke sondern, deren eins willkührlich angenommen werden kann. 



*) Yergleiclie die Amuerkang ea S. 7 und die Aasdehnimgslefare voA 
18e2 Ko. 877 bis 891, (1877.) 

**) Wo der Punkt im Divisor die Stelle des gesnchten Faktors bezeicknet» 



§ 12 Division — Beziekang zum Gleichartigen. 1^ 

Es sei daher die gesuchte mit — - — gleichgesetzte Form = [- x. 

• C aC 

JHwe nun aläVordergüed mkcmultiplicirt, gtebt naoh dem vorigen § 
« -4- xc ; 0ie soll aber bei dieser ]|£ultiplikati<m a -{- b geben, f olg^ch ist 

a -j- xc = a -|- b, d. h. xc = b, x = — 

• *^ 

a 
also die gesuchte Form , da sie gleich 1- x gesetzt war , gleich 

a b 

1 . Auf dieselbe Weise ergiebt sich das Gesetz für die Dif- 

.c .0 

ferenz. 

§ 12. Die in den vorigen Faragrapben dai^estellten GeseUe 
drücken die allgemeine Beziehung der Multiplikation und Division 
2sar Addition und Subtraktion aus. Hingegen die Gesetze der Mnl* 
tiplikation an sich, wie sie die Arithmetik aufstellt, nnd welche die 
y ertauschbarkeit und Yereiabarkeit der Faktoren aussagen , gehen 
nicht aus dieser allgemeinen Beziehung hervor, und sind daher 
auch nicht durch den allgemeinen Begriff der Midtiplikation be- 
stimmt. Vielmehr werden wir in unserer Wissenschaft Arten der 
Multiplikation kennen lernen , bei denen wenigstens die Vertausch- 
barkeit der Faktoren nicht stattfindet, bei denen aber dennoch 
alle bisher aufgestellten Sätze ihre volle Anwendung haben. Auch 
den allgemeinen Begriff dieser Multiplikation haben wir somit for- 
mell bestimmt ; diesem formellen Begriffe muss, wenn die Natur der 
zu verknüpfenden Grössen gegeben ist, ein realer Begriff ent- 
sprechen, welcher die Erzeugungsweise des Produktes vermittelst 
der Faktoren aussagt. Die Beziehung zur realen Addition liefert 
uns eine allgemeine Bestinmiung dieser Erzeugungsweise; wird 
nämlich einer der Faktoren als Summe seiner Theile (nach §. 8) 
aufgefasst, so muss man nach dem allgemeinen Beziehungsgesetz, 
statt die Summe der Produkt-bildenden Erzeugungsweise zu unter- 
werfen , die Theile derselben unterwerfen können , und die so ge- 
bildeten Produkte addiren , d. h. da diese Produkte wieder als in 
gleichem Sinne erzeugt sich darstellen, sie als Theile zu einem 
Ganzen verknüpfen können; d. h. die multiplikative Erzeugungs- 
weise muss von der Art sein, dass die Theile der Faktoren auf 
gleiche Weise in sie eingehen, so nttmlich, dass wenn ein Thefl 
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des einen mit einem Theil des andern multiplikativ verknüpft irgend 
eine G-rösse erzeugt , dann bei der multiplikativen Verknüpfimg der 
Ganzen , auch jeder Theil des ersten mit jedem Theil des andern 
eine solche Grösse nnd zwar dieselbe Grösse erzeugt, wenn diese 
Theile den zuerst angenommenen gleich sind. und es leuchtet 
sogleich ein, dass wenn die Erzeugungsweise die angegebene Be- 
schaffenheit hat, auch die ihr entsprechende Yerknüpfungsweise 
zur Addition des Gleichartigen die multiplikative Beziehung hat, 
und für sie somit alle Gesetze dieser Beziehung gelten. Wir 
nennen daher eine solche Verknüpfungsweise auch schon dann, 
wenn nur erst ihre multiplikative Beziehung zur Addition des Gleich- 
artigen nachgewiesen, oder mit andern Worten, das gleiche Ein- 
gehen aller Theile der Verknüpfungsglieder in die YerknüpAing in 
dem oben angegebenen Sinne festgestellt ist, eine Multiplikation. 
Die bisher dargestellten allgemeinen Verknüpfungsgesetze genügen 
im Wesentlichen für die Darstellung unserer Wissenschaft und wir 
gehen daher zu dieser über. 



Erster Abschnitt. 



Die Ausdehnungsgrösse. 



Erstes Kapitel. 

Addition nnd Subtraktion der einfachen Ausdehnungen 

erster Stufe oder der Strecken. 

§ 13. Der rein wissenschaftliche Weg, die Ausdehnungslehre 
zu behandeln , würde der sein , dass wir nach der Art , wie es in 
der Einleitung versucht ist, von den Begriffen aus, welche dieser 
Wissenschaft zu Grunde liegen , alles einzelne entwickelten. Allein 
um den Leser nicht durch fortgesetzte Abstraktionen zu ermüden, 
und um ihn zugleich dadurdi, dass wir an Bekanntes anknüpfen, 
in den Stand zu setzen, sich mit grösserer Freiheit und Selbstän- 
digkeit zu bewegen, knüpfe ich überall bei der Ableitung neuer 
Begriffe an die Geometrie an, deren Basis unsere Wissenschaft 
bildet. Indem ich aber bei der Ableitung der Wahrheiten , welche 
den Inhalt dieser Wissenschaft bilden, jedesmal den abstrakten 
Begriff zu Grunde lege , ohne mich dabei je auf irgend eine in der 
Geometrie bewiesene Wahrheit zu stützen , so erhalte ich dennoch 
die Wissenschaft ihrem Inhalte nach gänzlich rein und unabhängig 
von der Geometrie*). Um die Ausdehnungsgrösse zu gewinnen, 



*) In der Einleitang (Nr. 16) habe ich gezeigt, wie bei der Darstellung 
einer jeden Wissenschaft und insbesondere der mathematischen , zwei Ent- 
wickelungsreihen in einander greifen , von denen die eine den Stoff liefert, 
d. h. die ganze Beihe der Wahrheiten , welche den eigentlichen Inhalt der 
Wissenschaft bildet, während die andere dem Leser die Herrschaft über den 
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knüpfe ich daher an die Erzeugung der Linie an. Euer ist es ein 
erzeugender Punkt, welcher verschiedene Lagen in stetiger Folge 
annimmt ; und die Gesammtheit der Punkte , in welche der erzeu- 
gende Punkt bei dieser Veränderung Übergeht, bildet die Linie. 
Die Punkte einer Linie erscheinen somit wesentlich als verschie- 
dene, und werden auch als solche bezeichnet (mit verschiedenen 
Buchstaben); wie aber dem Verschiedenen immer zugleich das 
Gleiche (obwohl in einem untergeordneten Sinne) anhaftet, so er- 
scheinen auch hier die verschiedenen Punkte als verschiedene Lagen 
eines und desselben erzeugenden Punktes. Auf gleiche Weise nun 
gelangen wir in unserer Wissenschaft zu der Ausdehnung, wenn wir 
nur statt der dort eintretenden räumlichen Beziehungen hier die ent- 
sprechenden begrifflichen setzen. Zuerst statt des Punktes, d. h. 
des besonderen Ortes, setzen wir hier das Element, worunter wir das 
Besondere schlechthin, aufgefasst als verschiedenes von linderem 
Besonderen verstehen; uad zwar legen wir dem Elemente in der 
abstrakten Wissenschaft gar keinen andern Inhalt bei ; es kann da- 
her hier gar nicht davon die Rede sein , was lür ein Besonderes dies 
denn eigentlich sei -^ denn es ist eben das Besondere schiechthiii, 
ohne allen realen Inhalt — , oder in weldier Beasiehung das eine von 
dem andern verschieden sei «-^ denn es ist eben schlechtweg als Ver^^ 
schiedenes bestimmt , ohne dass irgend ^n realer Inhalt , in Bezi^ 
auf welchen es verschieden sei , gesetzt wäre. Dieser Begriff des 
Elements ist unserer Wissenschaft gemeinschaftlidi mit der Kombi» 
nationslehre , und daher auch die Bezeichnung der Elemente (durch 
verschiedene Buchstaben) beiden gem^nschi^lich^). Die verschie- 
denen Elemente kennen nun zugleich als versehiedene Zustände 
desselben erzeugenden Elementes aufgefasst werden , und diese ab^ 
strakte Verschiedenheit der Zustände ist es, welche d^ Ortsverschie« 
denheit entspricht. Den Uebergang des erzeugenden Elementes ans 



Stoff geben soll. Jene erste Entwkkelnngsreihe nnn ist es, welche ioh 
gänzlich unabhängig von der Geometrie erhalten habe, während ich mir 
bei der loteten meinem Zwecke gemäss die grofsste Freiheit gestattet habe. 

*) Die Dilferems Uegt nur in der Art , wie in beiden Wissenschaften 
aus dem £lemente die Formen gewonnen werden, in der Kombinatlo^nfi- 
lehre nämlich durch blosses Verknüpfen also diskret, hier aber durch 
stetiges Erzeugen. 
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einem Zustande in einen andern nennen wir eine Aendenmg desselb^ ; 
und diese abstrakte ^endernng des ersengenden Elementes entspricht 
äbo der Ortsttndenmg oder Bewegmig des Pnjiktes in der Geometrie. 
Wie nnn in der Geometrie durch die Fortbewegung eines Punktes- 
zunächst eüie Linie entsteht , und erst , indem man das gewonnene 
Gebilde aufs neue der Bewegung unterwirft, räumliche Gebilde 
höherer Stufen entstehen kömien , so entsteht auch in unjsrer Wissen- 
schaft durch stetige Aenderung des erzeugenden Elementes zU" 
näciurt das Ausdehnungsgebilde erster Stufe. Die Resultate der 
bisherigen Entwickelung zusammenfassend , können wir die Defini- 
tion aufstellen: 

„Unter einem Ausdehnungsgebilde erster Stufe verstehen wir 

die Gesammtheit der Elemente, in die ein erzeugendes Element 

bei stetiger Aenderung übergeht.^ 
und insbesondere nennen wir das erzet^nde Etement in seinem' 
ersten Zustande das Anfangselement , in seinem leiteten das Üftdele- 
ment. Aus diesem Begriffe ergtebt sich sogleich-, dasisi zu jedem 
Ausdehnungsbilde ein entgegengesetztes gehört' , wetehes diesel- 
ben Elemente enthält, aber in umgekehrter Entstehungsweise, so 
dass also namentlich das Anfangselem^it des einen das Endelement 
des andern wird. Oder, bestimmter ausgedrückt, wenn durch eine* 
Aenderung aus a'b wird, so ist die entgegengesetzte di«, durch 
welche aus b a wird, und das einem Ausdehnungsgebilde ent- 
gegepgesetzte ist dasjenige, welches durch die entgegengesetzten 
Aenderung^n in umgekehrter Folge hervorgeht, worin zugleich liegt, 
dass das Entg^engesetztsein ein wechselseitiges- ist. 

§ 14. Das Ausdehnungsgebüde wird nur dann als ein ein« 
Caches erscheinen, wenn die Aenderungen, die das erzeugende 
Element erleidet, stets einander gleich gesetzt werden; so dass 
also, wenn durch eine Aenderung aus einem Element a ein an- 
deres b hervorgeht, welche beide jenem einfachen Ausdehnungs- 
gebilde ai^hören , dann durch eine gleiche Aenderung aus b ein 
Element desselben Ausdehnungsgebildes c erzeugt wird , und zwar 
wird diese Gleichheit auch dann noch stattfinden müssen, wenn a 
und b als stetig aneinandergränzende Elemente aufgefasst werden, 
da diese Gleichheit durchweg bei der stetigen Erzeugung stattfinden 
soll. Wir können eine solche Aenderung, durch die aus einem Ele- 

2 



mont Qimt^ stetige^ Form ein nAebst angrämseiideef erseugt wird^, 
eine GraQ4äadiain](Bg n^Beii > und werden d)ma/.sag!$ii< „das ein* 
fache Auadeliiioiigsgebilde sei einaolclieet das dmrch- stetige: 
Fortäetzüng depselben . Qnixidäflidertmg beTrorgeht j^ In . demselbisi^' 
Sioa^ nimj in welcbem die Aenderongen einftnder gleidi -g^$H6lwt 
wenden y weirden wir aUeh die dadun^b erzeugten Gebilde gleieb 
setzen Jkönnen) und in diesem Sinne, dass näoKdieb^ das düreb gleiebe 
A^nderujpigen «of, dieselbe Weise erzeugte selbst gleieb geM»t weirde^ 
iieiiai^a. wifdd^ einfacbeAusdebnungsgeMlde.eirstor Stufe eine Aus- 
debnungsgrösse oder Auadehnung erster Stufe oder eine' 
Strecke^). Es wird also das einfache Ausdebnungsgebüde- «ur. 
Ausdebnungsgrösse 5 wenn wir vdn den Sitoienten, di^ das erste ent- 
bleit, abseben y und nur die Art der 'Etzmgvt&g festhalten;» und 
während zwei Ausdebnungsgebilde nur di»mi einander gleich gesetzt 

werden fcc^nnen» i^renn^ie dieselbe« Etementer. enthalten;, ^ ^^^^ 
AusdehtiüngsgrösaeKi schon dann, wenn sie, aticb ohne dieselb)en Ble* 
mente zu enthalten, auf gleiche Welse (d. h>^ dtirck dieselben Aende- 
mngan) eviseugt sind. Die Gesammtbeit endHcb < aller Storeoken, 
welche durch : Fortsetzung dersdbenr uitd- der entgegenges^^ten 
GtrundlUnderang eiri^eugbar) sittd> benaeu wir ein !Systeni^) (oder 
ein Gebiet) , erster Stiufe* ; Die deniselbea System esster Stule 
abgebibrigeu Strecken werden also alle durch /Foli^setsimg.etttwedeit 
derselben GrundlUiderung oder entgegengesetzter Grundänderunge» 



Ehe wir zur Verkütlptog der Stiieekenübergeheil y woUeci wd£ 
die im vorigen § aufgestellten Bf^griffe.dnräbAnw^dung aUf dieGeo-. 
meixie veranschaulichen. Die G]i$iobbeJil der> Aentderungsweise. wird 
hier durch Gleichheit der Bichtung vertreten; lalsSyakeiiB; erster Stn£^ 
stellt sich daher hier die uneudlicbe gerade Lmie diar, als einfädle 
Ausdehnung erster Stufo die begränzte gerade Linie. Was dort gleidi* 
artig genannt .wurde, erscheint hier als parlillel , uaid derPariallelis^ 
mUs bietet gleichfalls seine ^weiSeiteti diUr, alslParaUdismus in d^inr 



*) Die abstrakte Bedentnng dieser nrsprünglich konkreten Benennung 
bedarf wohl keiner Rechtfertigung, da die Namen des Abstrakten ursprüng- 
lich alle konkrete Bedentang baben. 

.**) loh Biehc jetst den Ansdmek'vfOeMet^ dem Ansdrnek ^ System^, 
weleher yiQlfach in anderem Sin^e gebifä^hlich ist, ¥pr. (1,377,) 
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aelhen und in entjgegengesdtatem Sii»9!6*)* Den Nifmen iei'Atif^k^ 
kdnoen wir in' entspreohefideni Sinse Ait- dte G^oinetriid ^fi|bli«lteii( 
und also nbter giakhen Btrei^en hi^ sotehe begyanste Linieii v^i^' 
stehen, weleke g^ekhe Ifiiofatiuig tind Lttn^e hftben: 

§16. Wenn' <dfeie jeftedge^Eiiseugaiig deif 8tt*e<ike isftitteh kl ihreti^' 
öange unterbrbäieii gedächi trird ; uin dann henDldi wieder fortge- 
setzt hbu ' werden ; 8Ö evsefaeitit die goiuse Strecke ak ' Veifkiiflptfiaiig^ 
zweier Streckeil) welidieiiic^ ^stetig aneinandersohlieBffen , tind von 
d^ten die eine als' Fordsetznng der ttidem ersokeittlJ Die beiden^ 
8treckenj wielehe* die Qlieder dieser Yerknltpftuig bOdefi, ^sind in dein» 
selben Biniieeiseiii^ (§ 8), «nd das Ergiebnisg der Verkntipfimg iMü 
die Strecke vom. Anftuftgseleinente der ersten zum End^nMttite Ndef 
letzten, wenn beide stetig an einander gelegt, d. h. so dargestellt sind, 
dass das iBndelement der ersten zugleich das An&ngsefemeitt für die 
zweite ist. Bezekhinen wir voi^nfig die Strecke vom Anfangsele- 
ment Ik (vergL Fig^ 2) zum ßndeletiient /$ mit [ocfi]y «Qtd sind [ixß^ 
and [ßy] inxlemselbki Sinne erzeägi^ so i^ alfifo [ay] daa £rgebiiiils 
der ob^i angeiseigten Verkntlpftliig , wenn [ccß]mai [/9y] die Glieder 
sind**). Wir haben sdion oben'(§ d^^naohgewieiren^ daiss dtese Ver-» 
knttpfdng, da sie die Vermignng derin gki^hbtti'SIfin^-enieugteäk 
Grössen darst^It, ah Additiotk,' ihre erfrechende a^aly^tische als 



fa»« 



-^) IHeao .Untec^heidnngÜat für die Geometrie so wichtig, dass es* 
nicht wenig sar Y^einla^huog de;r geometcisdton l^ittae imd Bew^se bei** 
tragen würde , wenn man diesen Unterschied durch einfache BeneunungeJ9. 
fixirte, wozu ich etwa die Ausdrücke „gleichläufig^ und „gegenläufig'' vor- 
schlagen möchte. 

**} Diiese Besei^nnng der Strecke itrt nur ^ue VörKiKfige , die wahre 
Beseteimung 'derselben dvchihre jG^rttnaelemente kann efstiventtaaden wer- 
den, wenn -wir die Yerkntiiitfung d^r Elei^eute wer4ea kenxfen gelernt haben 
(siehe den zweiten Abschnitt § 99). 

Pie Bezeichnung [aß] ist in der Ausdehnungslehre von 1862 für ^ab 
Produkt der beiden Elemente a und 8 gewählt, welches, wenn a und A 
Punkte sind, däii Linientheil siwisbhen tfund ß darstellt, wovon Vii6^^idf!6' 
toed&e' dadurch tn^evs^heidel, dass in dieser nu^ Länge nnd' Sfoblwa^^' • ioil 
jenem ab^ei; .22ugle[ich ^iehßge Apr upepdlioli^en. g^a^en Iiinlfir f^^^^h^tfitt) 
wird, welcher der Linijßntheil angehört. Es ist. also hier um so^mehc d^ri^ 
festzuhalten , dass die Bezeichnung der Strecke durch [aß] nur ein vorläu- 
figer Nothbehelf ist, die sachgemässe Bezeichnung ß-a konnte nach dem 
Prinzip der Darstellung erst in § 99 gegeben werden. (1877.) 

2» 
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SubtraktioBi nufgefftsst werden mtlBse , nnd daher alle Gesetse dieser 
VeriwüpfungBarten für sie gelten. Wir haben hier nur noch die eigen* 
tbümliche Bedeutung nachzuweisen , welche die negative Gröaie auf 
unserm Gebiete gewinnt. Nämlich um auerat die Bedeutung derSub« 
traktion uns anschaulicher zu machen , so k5nnen wir daraus , dass 
[ßfß] -|- [fty] 3« [ay] ist , sobald [aß] und [ßy] in gleichem Sinne er- 
zeugt sind, den Sohluss ziehen, dass eben so allgemein [a/^aes[a)'] 
"^ [ßy] iß* (vergl. Fig. 2) , d. h. also , wenn wir uns der in der Sub- 
traktion ttblichen Benennungen bedienen y „der ßest ist , wenn man 
Uinuend und Subtrahend mit ihren Endelementea aufeinander 1^, 
die Strecke vom Anfangselement des Minuend zu dem des Subtrahend.^ 
Setzt man in der letzten Formel a und ß identisch , so erhiüt man 

[aa] =» [ay] — [ay] 
d, h. gleich Null. Femer ist vermöge des Begriffs des Negativen*) 

( - M) - - [aß] n- [ßft] - [aß] - [/»«] 
d. h. die Strecke [ßa]y welche einer andern [aß\ ihrem Begriff nach 
(§ 13) entgegengesetzt ist, erscheint auch in ihrer Beziehung zur 
Addition und Subtraktion als die entgegengesetzte Grösse zu jener. 
Da nun endlich a -(- ( — b)=«fa — b ist, so hat man, wenn ay und 
yß im entgegengesetzten Siime erzeugt sind 

M + [Yß] - M + (- [ßr]) = [«y] - [ßr] - [«/»] 

d. h. auch wenn die beiden Strecken im entgegengesetzten Sinne 
erzeugt sind , ist ihre Summe die Strecke vom Anfai^selement der 
ersten zum Endelement der zweiten an sie stetig angelegten. Und 
wir können also, dies Kesnltat mit dem obigen zusammenfassend, 
sagen : 

„Wenn man zwei gleichartige Strecken stetig, d.h««o verknüpft, 

dass das Endelement der erstrai Anfangselement der zweiten 

wird , so ist die Strecke vom Anfangselement der ersten zum 

Endelement der letzten die Summe beider;^' 

und indem sie so als Summe bezeichnet ist, so soll darin ausgedrückt 

liegen, dass alle Gesetze der Addition und Subtraktion für diese Yer- 

knüpfungs weise gelttta. Noch will ich hieran eine Folgerung schliessen, 

die für die Weiterentwickelung fruchtreich ist , ntoiUch dass , wenn 

die Gränzelemente einer Strecke in demselben System sich beide um 



*) Vergleiche hier überaU § 7. 
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^ne gleiche Strecice ändern, dann die zwischen den neuen Ghränzele- 
menten liegende Strecke der enteren gleich ist. In der That, es sei 
[aß] die nrsprllngliche Strecke (vergl. F%. 3) und [ad] «« [ß/f] , so 
ist zu Beigen, dass, irenn alle genannten Elemente demselben System 
angehören, [«/?]««[«/?] sei. Es ist aber [dß] = [da] + [aß] 4. 
[ßß^ , nach der Definition der Summe, und da [da] ^b ^-. [ad] «s ^-^ 
[ßß^] ist , so hebt sich [da] und [ßß^] bei der Addition , und es ist 
wirklich [aß] — [aß]. 

§ 16. Nehme ich nun, um zu den Verknüpfungen verschieden* 
artiger Strecken zu gelangen, zunächst zwei verschiedenartige Grund- 
ändemngen an, und lasse ein Element die erste Orundänderung (oder 
deren entgegengesetzte) beliebig fortsetzen und dann das so geänderte 
Element in der zweiten Aenderungsweise gleichfalls beliebig fort* 
schreiten , so werde ich dadurch aus einem Element eine unendHohe 
Menge neuer Elemente erzeugen können , und die Gesammiheit der 
so erzeugbaren Elemente nenne ich ein System zweiter Stufe. 
Nehme ich dann femer eine dritte Gnmdänderung an , welche von 
jenem Anfangselemente aus nicht wieder zu einem Elemente dieses 
Systems zweiter Stufe fiihrt , und welche ich dei^lb als von jenen 
beiden ersten unabhängig bezeichne, und lasse mn beliebiges Ele- 
ment jenes Systems zweiter Stufe, diese dritte A^iderung (oder deren 
entgegensetzte) beliebig fortsetzen , so wird die Gesammtheit der so 
erzeugbaren Elemente ein System dritter Stufe bilden ; und da dieser 
Erzeugungsweise dem Begriffe nach keine Schranke gesetzt ist, so 
werde ich auf diese Weise zu Systemen beliebig hoher Stufen fort- 
schreiten können. Hierbei ist es wichtig festzuhalten , dass alle auf 
diese Weise erzeugten Elemente, nicht als anderweitig schon ge- 
gebene*) aufgefasst werden dürfen, sondern als ursprünglich erzeugt, 
und dass sie daher alle , sofern sie ursprünglich durch verschiedene 
Aenderungen erzeugt sind, auch ihrem Begriffe nach als verschiedene 
erscheinen. Dag^en ist wiederum klar, dass, nachdem die Elemente 
einmal erzeugt sind', sie von da ab als gegebene erscheinen, und über 
ihre Verschiedenheit oder Identität nicht anders entschieden werden 
kann, als wenn man auf die ursprüngliche Erzeugung zurü^geht. 



*) Wie etwa in der Ranmlelire alle Punkte schon durch den voransge- 
setzten Batun ursprünglich gegeben sind. 



n 
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Stid ick mm eu .unserer Atifgdbey nttmrfieb sar Verknöpfimg der 
iT^eiflelÜBdetLen AeiidemngBweSsea, übeargeke, will ich der Atii^ohft'intng 
<durQb.ge<»netnscIie:B0tl*a^tuiig0i!i ^zu Hülfe kömlnei^. ;Eb kt nito- 
jlLok klav , . - dass das System: zireiter Stufe 'der : Ebene enla^iekt , xmd. 
-^BbiBBe^dftdiir^ erss/^ugt gedacht Iwird^ dasa alle I^tmkte einer ge- 
raden Linie naeh '.einer n^uen .in ihr niekt esÜialifcefKienRidEttmg (<Kkr 
Aach' der entgegengeseibsten) si^k. fortbewegen, wobri dann .eben 4i0 
Gesammtkeit der so erzeugbaren Punkte die unei^dlieke l^ene bildet. 
£s. erscheint somit die Ebene ials eine Gesammtheii f on Par^Uelen, 
Meldte alle eine gegebene Gterade du£chsohpeidenr^uid..e8>i»ter3ickt- 
'li<^k, dasS) da diese Paralleleh siekiiScht jchneiddn^.^tMOfd «faefa die ut- 
'fiprdngüioke Gerade nidit noeh ein zir'eitesmal tretibny allei auf jene 
-Weise erz^v^en Panikte von einandeif verschieden «indniKl somit die 
'Analogie eine YoUständige ist. Ebebso^geiangt man zu dem ganaen 
tmendlicken Räume y als dem Systeme dritter ätu£e, wenn imaa die 
Punkte der Ebene nach ednei* n^isen^ mekt in dör Ebea»e Hegenden 
Dichtung (oder der entgegengesetsten) ^Btrtbeiriegt; und weiter kann 
die Geometrie nicht fortschreiten ,- während» die. abstrakte Wissen- 
«okaft keine Grunze kennt. ' 

§17^ Lasseiek nun, um zu unserer: Angabe izurttekzukekren, 
«in Elemaatsiek zuerst um eine Strecke a ändern ^ xmd dann das 
•so geändeifte Element um die Streoke- b ^ so' ist' das Gesammtrei^d- 
itat beider Aenderungen- zugleich als Besultat > Einer Aenderung 
«au&ttfassen , wekke die Verknüpfung jener beiden ersten ist, nud 
-weicke, wenn beide Stifedken gleickaitig waren, als 'deren Summe 
'^erschien (§ 15). Hier könheb' wir- diese Yerknüf»fung8w«i8e Yor- 
-Ittufig mit dem allgemdneii YerknüpAingszeichen' r^ bezeicknen. 
cAnsdieiBiem begriffe giekt sogleich, da der'Aet'des.Zusammen&Mens 
den Zustand des Elementes nickt ändert, .das Geiletz kenror, dass 
.'' • • . .• . •' (a''>b)ACB*»**(b'>c)' 

ist. Hingegen um auok zur Yertousökbarkeii der Glieder zu ge- 
iai^en, ist nöok eine lÄiiefae in der Begräffsbestimmiung auszufüllen. 
3etraekten irir nändiok die ErzeugiangBif eise eines Sjrstems kök^rer 
(m^ter) Stii£», wie wir solche im vorigen § dargestellt kaben, so 
war dort eine bestimmte Eeikenfolge der m Aenderungsweisen, 
durck die J!9iies System erzengt wurden angenommen ^ und die Ele- 
mente des Systems wurden erzeugt^ w^n das, Anfangselement die 
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ymmAieietim A^adenmgBweiBen in äfft b^dtinunten Beihenfolge 
fortschreitend einging, so flasfr jedes Efement / welches durch eine 
Eeihe von Aeoderm^n entstanden* war > mir entweder seine letzte 
Aenderung fortsetzte, odfir ^e der folgenden Aendemngsweisen, 
aber keine der frtlheren annahm. Sind daher a und b zwei Strecken, 
von denen a einer früheren , b einer späteren von den Aenderungs- 
weisen angehört, so wird ein Element, bei der Erzeugung des Systems 
zwar an die Aenderung a die Aenderung b anschliessen können, aber 
nicht umgekehrt; d. h. es wird dajbei die Verknüpfung a'^b vor- 
kommen, aber nicht die b'^a. Aber obgleich die letztere Verknüpfung 
durch die Erzeugung des Systems nicht ihrem Begriffe nach be- 
stimmt werden kann , so muss sie doch an sich möglich sein. Somit 
zeigt sich hier die besprochene Lücke. Um dieselbe näher zu über- 
sehen sei [a^] *) gleich a, [/^/f] = [aa] «= b , so ist die Aenderung 
[a//]^leich a^-b; es ist aber [cc/S^ auch gleich [aaj'^fof/?^, d. h. 
gleich h^lä/T], Sollten also die Glieder vertauschbar, d h. a'^b== 
b'-a sein, so müsste [ccß'] = [ciß] sein. Hierüber lässt sich nun aus 
dem Bisherigen nichts entscheiden; denn alles, was wir über das 
System und dessen Elemente aussagen können , muss , da das ganze 
System auf keine andere Weise , als nur durch seine Erzeugung ge- 
geben ist , aus dieser Erzeugungsweise hervorgehen. Da nun aber 
in dieser nichts von einer solchen Aenderung dß^ vorkommt , so sind 
wir befugt und gedrungen, eine neue BegrifTsbestiminung über solche 
Aenderungen zu geben, und die Analogie mit dem Früheren führt 
uns nothwendig dazu , in dem Umfange , in welchem wir zu einer 
neuen Begriffsbestimmung befugt sind , aß' und aß gleich zu setzen. 
Diese Gleichsetzung vollziehen wir aber erst auf bestimmte Weise, 
wenn wir den Umfang jener Befugniss ausgemittelt haben. Zu dem 
Ende betrachten wir 2 gleiche Strecken ; 

[«/?] = [yrfl = a 

deren Gränzelemente einer iex späteren Aenderungen b> aber alle 
derselben unterworfen werden und dadurch in « , /?',/, <r über- 
gehen,, so dass 



*) Zur Erläuterung kann Fig. 4 dienen. 
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i»t. Da wm.[««]«»[/y]«»( — b) ist, so hat mm ßxc die Aeade- 
xungen [dß^] und [/iT] die Qleiclmiigeii : 

[/*'] = [yr]-[y*l^[*»']-(-b)^a.b; 

also sind beide Aenderungen einander gleich. Also wenn zwei Ele- 
mentei^paaren durch gleiche Aenderung auseinander erzeugbar sind, 
und man unterwirft alle vier Elemente einer neuen,^aber alle derselben 
Aenderung , so werden auch die daraus JierYorgehenden Elementen- 
paare durch gleiche Aenderungen auseinander erzeugbar sein. Ela 
nun dies Gesetz auch noch bestehen bleibt , wenn [aß] eine Grund- 
Hnderung darstellt, so folgt hieraus nicht nur, dass eine Strecke, wenn 
sich ihre Elemente alle um gleich viel ändern , wieder eine Strecke 
bleibt , sondern auch dass , wenn nur für die Grundänderung gezeigt 
ist, dass sie bei jener Fortschreitung der Strecke gleich bleibt, 
dasselbe dann auch für die ganze Strecke jgilt. Damit ist der Umfang 
der oben angedeuteten Befugniss gegeben, und wir setzen daher fest, 
dass , wenn in einem Systeme m-ter Stufe eine Strecke, welche einer 
der früheren von den m Aenderungsweisen, die das System bestimmei;i, 
angehört, einer der späteren Aenderungsweisen unterworfen wird, 
und zwar alle Elemente derselben Aenderungsweise , dann die ent- 
sprechenden Grundänderungen in der ursprünglichen und der 
durch jene Aenderung entstandenen Strecke einander gleich genannt 
werden sollen , hingegen ungleich, wenn die Elemente verschiedenen 
Aenderungen unterworfen sind*). Daxaus folgt dann, vermöge des 
vorhergehenden Satzes, dass diese Gleichheit (imd Ungleichheit) 
unter denselben Umständen auch für die Strecken selbst fortbesteht ; 
und wir gelangen also zu dem Satze : Wenn man eine Strecke, welche 
einer der m ursprünglichen Aenderungsweisen des Systems ange- 
hört, Aenderungen unterwirft, welche gleichfalls jenen Aenderungs- 
weisen angehören, und zwar alle Elemente denselben Aenderungen, so 
ist die durch jene Aenderung entstandene Strecke der ursprünglichen 



*) Die Deduktion, durch die wir zu dieser Definition der gteichea 
Aenderung überleiteten, gehiHft deijenigen Entwickelungsreihe (Einleit. 
Kr. 16) an, die die Uebersicht geben soll. Für die rein mathematische Ent- 
wickelnngsreihe erscheint dieselbe , wie überhaupt jede Definition , als rein 
wiUkührlich. 
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^lei^. Htm wir nttmlidi hjar i^o^denUajberaddedzi 
und späteren Aenderungsweisen fallen lassen können , engkibt onh 
IflAcht aus der Gegenseitigkeit der Besiehui^; denn wenn vo^ausge- 
set«t wd, das» [o^] gleich oder ungleich [a/3^] ist, je niidbdein [aU'] 
{gleich ^/?'J ist oder nicht, so sind auch umgekdbrt die letateMu 
Ausdrucke gleich oder ungleich, je nachdem die ersteren es smd, 
wie AQgleich durch die Methode des indirecten Schlusses sich et* 
giebt. Wenn ßllao die durch mne IrühereAendercuiig erzeugte Strecke 
einer späteren Aenderung unterworfen, sich gleich bleibt, so bleibt 
au£h die durch ^ine spätere er;ieugte der früheren unterworfen, 
sieh gleich ; und daraus folgt der Satz in der oben gegebenen 
Paasung. Nun hatten wir schon oben gezeigt , dass unter Yoraus- 
setjnuBig dieses Satzes a'^bsBb'^a sei; und wir haben somit für die m 
Aenderungsweisen, die das System bestimmen, allgemein die Gesetae 

(a^b)«c»«a'^(b^c), und 
a'^b«»sb'^a; 
also ist diese Verknüpfung eine einfache; aber auch die entsprechende 
«oelytische Verknüpfung eine eindeutiige; denn wenn Ich das eine 
Glied der synthetischen Verkuüpfong, etwa da« erste, unyertodeft 
IfiQse, das andere aber verändere, indem ich das Dndelement des 
«weiten Gliedes entweder einer anderen Aenderungsweise unterwerle» 
oder es in derselben Aendenmgsweise vor oder zurUckschreiten 
lasse, 80 ver^dert sich das zuletzt residtirende Element, welches 
ipgileioh das Endelement für das Ergebniss der Verknüpfung ist, 
a^o TeEräQdert «ich dies Ergebniss; und hieraus folgt dann nach der 
bekeaonten Scblessweise (vergl. § 6) die Eindeutigkeit der analy- 
tischen Verknüpfung* Pnxaus ergSebt sich nach §6, dass die 
angezeigten Vetkmüpfungen als Addition und Subtraktion zu be- 
iteichnen sind, pnd alle Gesetze der Addition und Subtraktion ftlr 
de geliteoii. ]>a nun endlich dieselben Verknüpfungsgesetze , welche 
für die m ursprünglichen Aenderungsarten gelten, auch nach den 
Gesetzen der Addition und Subtraktion für deren Verknüpfangep 
bestehen bleiban , so kfinnen wir die Besultate der bisherigen Ent- 
Wickelung in dem folgenden höchst einfachen Satze zusammen- 
fassen: „Wenn [aß] und [ßy] beliebige Aenderungen darstelle^, 
80 ist [ay]=5=[a/J] -j- [ßy].*^ Indem wir nämlich diese Verknüpfung 
als Addition bezeichnen, so sagen wir damit die Geltung aller 
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i^AdiBtiöw«- ti]idx3iQbbäktioni9geä6<»e, iri^' Wit sie M"§ 9^-^7 därge- 
i «teilt Ii4ben,aiit8<^). . /. i 

'•'-■ § 18v lü d«r Eut^^riokekiig d^ Jetelen § haltet wir die dtnSch 
[Vei|ki[tlpft»g hertcirgehendeii iiettddrtiBg^n übt ^traehtet In Bezt^ 
i^raf ihr Andlangfli-'tind End^Eleiiietit , ohnef die St)*eeke zu l>etr8k;bt^, 
Jvrelclie beide verbindet ; i^ielinehr tt*aten als Strecken n^ diejenigi^ 
-berroT, welebe^^ den nrsptüngli^ben Aeikdeningfirai^te^ des Sydiems an- 
geboren, ütn nimdae Feiende zu ergänzen, haben wir zu zeigen, 
^aüf weiche Weise diireb 2 Elemente in einem höheren Bjrsteine die 
r«äm«Etücben 'fibrigen Elemente bedtimmt sind, weldie mit diesen 
/beiden, in Einem Systeme erster Stufen liegen. Zu dem 'finde- haben 
-wir nur auf dem Begriff des- Systeme« erstei* Stufe aurückattgehen, 
idasidee nämlich durch Ferteetztävg einer sieh Reibst gleich bleibenden 
Aenderuiig emeugt sei. Entsteht nnn dadureh, dads einEk^üent nach 
der Reihe und fortschreitend ^en Aenderungen a, b, c . . . unterworfen 
wird , welche den ursprünglichen Aehderungsweisen angehören , aus 
einemEl0mentea zuletzt ein anderes 7?^), so wird nach dem Begritfe 
Mies Systeme«^ erstet^Stufe, auch dasjenige Element demselben Systeme 
^erster StuD^ angehören müssen , welehes atis j9 durch dieselben Äen- 
'derungena, bj 0. . . hervorgebt und m f<yrt; ja auch rückwärts wird 
r man von a auis durch die entgegengesetzten A^nderttngenfcxrtsehreiten 
/können und immer noch zu Elementen gelängen ^ die- demselben 
^Sysltem erster Stufe soigebören, aber nach der ^ negativen '^eite bin 
liegen, wenn die erstere als die positive gefasst wird. E^ entstehen 
also die Elemente dev positiven Seite aus dem Element er dadurch, 
dass dies wiederholt und fortschreftend derselben Reihe der Aend^run- 
gen a , b, c . . ♦ uiiterworfen wird. Da wir nun, wie Im vorigen § be- 
"wiesen wurde, die fortsehreitenden Aenderungen beliebig Vertauschen 
«und 'zusammetf fassen könh^Ei , so können wir audthier die gleichen 

AenderungOn zusamme^ordnen und züsammenfasiäen, und gelangen 00 

' ' — ■ ■ . ,. 

^ Ich kann es nicht dringend genug anempfehlen , class man die Ent- 
' Wickelung Überall, und namentlich die hier geführte, welcher 2U den schwie- 
-rigsten in unserer Wissitasohalt 9«hÖ]ii,rdiDoh die eutspsabbenden geon«- 
.^l^phen Eon&jtru«tiouen sj^ch verajaaphaulic^e* Uta den Qang der JBt^twlcke- 
lung nicht zu unterbrechen , habe ich diese UebertrAgung auf die Geometrie 
hier nicht vornehmen mögen ; überdies liegt sie überall auf der Hand (s. Fig. 5). 
.*•) Vergleiche Fig. 17, wo es für zwei Aenderungen a, b bildlich dar- 
gestellt ist» . • . .' 
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zQ dnec .'neuen Konairnklieiti-jenar'Manealeiireilie.) dia^frir jetat sn- 
seluralichfir dacLeg'en wollen. Wenn söan. attniUoh ^a» filomeat «r 
'einseliitL den Aehdesmigen.a, b^ o. .«. unterwiest, so entstehen m 
JBlemente , die wm einander entepreefaand setsen können ; wenn - man 
joitB > ron idieeen wieder deeselbe» Amdemng xmttrmtit , >die^ea vof - 
her er^olnr, so eiiiilli man m nene emsnder entEqpreeh^de Biemente, 
und fib foH;; betracbten wir nim die efttspreeh^nden ßlemente einer 
jedeoi solbheii 0rnppie von m Elementen als Efideletnente ron m 
Strecken) welche alle tx zum Anfiemgaelemente haben, und welche ync 
^leieh&lls einander entspreebend setaen^ so erhalten wir dieaelben 
Elemente, die wir vorher gewannen, wenn wir a nm dieente^echea- 
iden StFed:en einer jedmi Grmppe fortschreitend ttndecn , und es eäit- 
spridbt auf diese Weise jeder solchoü Groppe von einander «»tqpve- 
ehende&; Elementen in dem neuen System erster^ttife ein Eleätent, 
welekes dur<2h eine Aendermg hervorgeht, die die Sttmme ist aös 
den dxurefa jene Streckt dargestellten. Aendenmgen. Bind nun bei 
•den angegebenen Konstraktionen die Aenderunge» a^ b, c. . « Gnmd- 
ünderungen, welche (dso unmittelbar, ^im einem Elemente anrn an- 
griboLsend^ übevftthren, so erhält man auoh (wenn man dasselbe 
Verfahren zugieioh naeh der negativen Seite hin anwendet) das 
-ganze System erster. Stufe vollständig. Es ist mm %u; aeigen, dass 
man. auf diese Weise durch awei iEäemente d^ höheren Systems 
allemal ein Syirtem etsteit Stofe legen ..kann, aberaxieh jedei»nal 
snr eins« Es seien die beiden Elemente des Systems b und fi, so 
isf scliott hei der ErzeugiiB^sweise de9 System gezeigt, dass ß «ns 
e immer durch die mAenderungsweBen des^Systems und awar bei 
gegebeber Folge »nr auf Eine Art^raeug^bar ist; -es seien a, b, e.r. 
diese Aehderungen; ^koaun^ mm siunltehst damnf an, au ze^psn, 
ditiss man für diese Strecken stets solche einander ent^reehendb 
ötimdttiiderungeh annehmen kam, dass a, b, e«.« entspcechende 
^Strecken werden, und also nach .der so eben axigegebenen Kon- 
struktion ß ein Element des durch diese entspreohenden Grund- 
ftnderungen erzeugten Systems erster Stufe wird. Betrachte ixii 
zuerst zwei Strecken- a und b, deren jede durch Fortsetzung der- 
sdben OräMländerung entstanden ist, so kbnnen isuerat, da die 
^himdändemngen na^ dem Begriff des Stetigen keine an sich 
fixirte Grösse haben , beliebige Chrandänderungen in beiden als 
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entapreclitiide angenommeii werden. Lttsst mm nun , wührend die 
eine Gnindttnderang und die dadurch erzeugte Strecke a dieselbe 
bleibt, die andexe Grundänderung wachsen oder abnehmen, uo 
wird auch die dadurch erzeugte und der Strecke a entsprechende 
Strecke b wachsen oder abnehmen, und zwar wenn die Omaid- 
änderung stetig wächst oder abnimmt, so wird auch die Strecke b 
stetig wachsen oder abnehmen , wie dies unmittelbar im Begriff des 
Stet%en liegt , somit wird , wenn die Grundänderung ftlr b beliebig 
angenommen werden kann, auch die der Strecke a entsprechende 
b jede gegebene Grösse annehmen können; imd dasselbe gilt ron 
jeder andern Strecke c u. s. w. , so dass also in der That auch ftlr 
die oben angegebenen Strecken a , b , c . . . solche Grundänderungen 
angenommen werden können , dass jene Strecken als entsprechende 
orseh^en, und also das Element jS als ein Element des durch 
diese Grundftnderungen erzeugten Systemes erster Stufe dar^gestelh 
ist. Dass nun auch durch a und ß nur Ein System eri|ter Stufe 
gelegt werden kann, liegt schon in dem obigen Beweise. Ein anderes 
System erster Stufe könnte nämlich nur entstehen, wenn die der 
Grundänderung in a entsprechenden Grundänderungen der andern 
Strecken b , c . • . anders angenommen würden , allein dann würden 
auch die der Strecke a entsprechenden andern Strecken, wie wir 
y<»rher zeigten , anders ausfallen , also würde auch nicht mehr von a 
aus das Element ß erzeugt werden. Nachdem wir nun gezeigt 
haben , wie in der That durch je zwei Elemente ein , aber auch nur 
Ein System erster Stufe gelegt werden kann , so ist nun der im An- 
fange dieses § angedeutete Mangel aufgehoben , indem jetzt für die 
Strecke , die als Summe zweier Strecken erscheinen aoU , nidbt mehr 
blos Anfangs- und Endelement bestimmt ist, sondern die ganze 
Strecke in allen ihren Elementen. Der Begi*ifP der Summe ist daher 
nicht nur Ükr die Aenderung^a, sondem auch fOr die Strecken selbst 
bestimmt ; sind nämlich [aß] , [ßy] , [ay] die nach dem so eben ent- 
wickelten Princip erzeugten Strecken , so hat man noch immer all- 
gi^ein 

„Wenn man zwei oder mehrere Strecken stetig aneinander an- 
sdiliesst, so ist die Strecke vom Anfangselement der ersten 
zum Endelement der letzten die Summe derselben." 
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Wenden wir auf dea Begriff d^ Abhänfpigkeit, wie wir ihn in § 16 
darstellten, diesen Begriff der Summe an, so eigiebt sieh, dass ein» 
Aeadenrngsweifle von andern abhängig sei, wenn sieh diederersteren 
angehörigen Streeken als Summen yon Streeken darstellen lassen, 
welche den letiteren angehören , hingegen wenn dies nicht möglich 
jpt, sie von ihnen unabhängig seL 

§ 19. Wir haben bisher den Begriff der Summe der Strecken 
abhängig gemacht von der besonderen Erzeugungsweise des ganzen 
Systems , indem , wenn Anfangs- und Endelement der Summe durch 
stetiges Aneinanderschliessen der Strecken gegeben war, mm die 
zwischen beiden liegende Strecke, als Theil eines STstems erster 
Stufe, durch die m ursprünglichen Aenderungsweisen des ganzen 
Systemes konstruirt wurde. Diese Abhängigkeit haben wir noch 
schliesslich aufzuheben. Wir haben schon oben (§ 18) gezeigt, 
dass , wenn mehrere Strecken auf entsprediende Weise erzeugt smd, 
dann nicht nur jedem Element und jedem Theil der einen ein 
Element und ein Theil in jeder der andern entspricht, sondern 
auch die Summe auf dieselbe Weise entsprechend erzeugt ist, 
nämlich so, dass die Summe der entsprechenden Theile jedesmal 
diesen Theilen entspricht. Hat man nun zwei beliebige Streeken 
des Systemes, nämlich pi und p^, und es sind beide als Summen Toa 
' Strecken dargestellt, welche den ursprünglichen Aenderungsarten des 
ganzen Systemes angehören^ nämlich 

p^ ^* ag -^ bj -|— . • ., 
so dass man hat 

Pi + P8 — («1 + Äs) + 0>i +bj)..., 
und sind femer cc^y ci^j ß\, ß% » * » • entsprechende Theile der Strecken 
^.} % » W ' b) . . . . , also auch (a^ -^ o^), {ß^ -f* ß^ ... in demsel- 
ben Sinne entsprechende Theile von (a^ *{- a^), (b| -[" ^a) > ^^ ^^"^ 
nach dem vorigen § jeder Theil der Summe (pi -f- p^) , als Summe 
der entsprechenden Theile gewonnen, d. h. also ein solcher ist jede»- 
mal gleich 

{^i + ^) + {ß\+ß%)+''^' 

d. h. —(«1 -j-A +...) + (oj -j-Ä +••••) 
wo das erste Qlied einen Theil von pi , das zweite den entsprechen- 
den von ps darstellt. Also wird jedes Element der Summe (pi -j^Ps) 



3(t Addition av Biibtr. der 8«roekeB. ' ^ 2(^ 

dadurch: ^erzeugt ; daes. matt dfts Aöfangdelemsenit derselbeni tun j«dea 
beliebigen Tbieil Töspi unddaan am den entipveehanden von p^' 
ändert. Somit lehnen -wir' d&s allgemeiner' Befiukat^ anflErteHea^: 
„Wenn zwei Strecken gegeben gind^ undmiln ttndertein beiieUge« 
Element um einen Theil der. ersten^ und dann (fortsehreitend) mir 
den entsprechenden Theil der zwei4ien; so bildet die Gesamnvtiieit 
der' so erzeugbaren Elemente die Summe jener beiden Btreeken." 
Nachdem wir ium den Begriff der Summe der Streeken in seiner 
Allg!Ömeinheit und Unabhängigkeit aiii^e/telk haben; wollen mt 
noch einen Satz ^' den wir früher inepecieller 'Form erwieeeli hittteh^ 
jetzt in allgemeinerer Form darstellen^ nämlich 

^.Wenn alle Efemente einet Strecke sic^i ma gleldi Viel ätr-^ 
dein, so' bleibt die m hervorgehende Strebke der emterei^ 
^ich.** • " . ,..-., 

Das» dadurch wieder eine Strebe entsteht,' i9t sehon in*§ 18 gezeigt^' 
däss sie der erstefen gleich sei, folgt dar<!9i dl^elben Föititeln wie^ 
in. § 15 am Sobbisse^ iNämlidh ist [«/?] die ursprüngliche Strecke^ 
und [cMx]99i'\ß^]i JBo ifi[t 

da isidi nämüeh aä und ßß' als entgegengesetiste Gipsen bei dei* 
Addition aoHieben. 

% ^, Bürek die im vorigen § geführte Entwickelnng ist' die 
selbständige Darstellung der Systeme höherer Slufen Tox1)ereitet. 
Nämlich es waren diese bisher als abhängig -von gewissen zu Grunde 
gelegten Aenderungsweisen- dargestellt / dnsrch welche sie eben er- 
zeugt wurden. Diese Abhängigkeit können wir in so fem a;afheben, 
als wir zeigen könnien,- dass dasselbe Syätcsrnm^ri^tufe durch je 
m Aendemngsweisen erzeugbai* sei,- welche demsdben angehöifenf 
und welc&e von ei^nder mfiabfaängig isittd (in dem Siniie von §• 1^); 
d. h. Ton keinem System niederer Stufe (als der m-ten) ttmftös^ 
werden. Ich will zuerst aeigen, däss, wemi das ^ysteti^ dur6b 
irgend welche m Aenderuhgsw-eisen erzeugbar ist, ieli dann ^tatt 
jeder beliebigen derselben eine neue von den (m — 1) übrig^ üi^ 
abhängige demselben System m-ter Stufe angeh^rige Aenderungs- 
weise (p) einführen^Oiimtdnrch diese in Yerbindung' mit d^n (m — 1) 
übrigen das gegebene System < erzeugen kann. Da nadi der VeiV 
aussetzung p dem g^gebeneA Systeme m^t^r Stnfe aikigebört, b& 
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wixd aa mioft (g XS) i^mifiHen Iqi^sQU als 8maiD».ydaa. Sti^kein, üb: 

gesetzt ,w<erd99i kömn^^ iip^itfi^'V ^f <^>. * *^ » ^^^ unspi^üiilglkbeA JieB<: 
derongsweisen angehören. Wenn nun a die Aenät^nmgßwm» ita^- 
st^Ut^ für w^cbii ]^ ^imgeflibrtiwarden -isoU, se» onna» p you den 
übrigen, b, ^ « . . «rH^ia wir THQfßomßt^t^i», ulifibbttngi^lseiiir d/ h. a 
darf n^t. g}^h .mil eein) wILbsand : buigeigeii von den übrigen 
Stücken jedes null sein darf. leb babemU jsioifxej^eilvdaas' jedes 
Elemei^t .des. ditf;cb.,py :h, «>•.*. ^eitimn^ea Sjfrtemes awoii dem 
drisch, a,.b) c,*r. . ^ Qr90Ylgtev^'iuigflhi$ir0,/ii]id;iinlg<^b]:i^ aobaldbatder 
Y«a 4emflelben..A])Jai>gi9eleniente Iemm erse^gt sind*- . DaaerMe isti 
mi^tiil^bai: ^laC). di^p, doln diu^h ^a^Nb»; c eimfu^g^nJßjabemBmxi^ 
^övty daa ^w/eite: be4l^rf ^i&esiuiiilflibdticbexiea Beweises.* Bim 
jedes Element des durch a, b, c . • . • Ytm ii)gpehd einem Amfangs-»' 
element aus erzeugten Sypl^sm^ tontidureb eine Aenderung 

WO- at ; .bs) c»'t * '»mi^.lh bi:ic,'»> • • be^iddidi gleichartig sindy awl 
dem Anfang^ekiiPQieA^r^iiei^ if!ei4ieii» Um nun bi^riQ;«ta,tt aiidäd 
Garösae p oöter eineibr'glei^Ttige.-^tttfahiiett: in köonen, ndfama 
man für den Augenblick die Grössen p, a, b, c . . . . als entiaprechbnda 
ap.i, wL iil4(ap9elbQn.3ii<inQ;«pt^e«i,^^ a^j b|y ci. . » • . eiaiAader ent- 
sprec^eoi js^ wird, da : . ./ . 

ist^ a^. IW^ § 1 8 dio^elba Gleichung itlr .die etAspreehtinden Strecken 
gelten, also 

Pi *=^ ^,^jbi ^r^. öl -p . . -• . • 
sein, somit auch . ? 

^Jnd^4i«ß!Ä^tji'«4 siibe^twt,batmait .'■ - r 

d. h, d^ txß^üßk» iEUemßQi is|.:fl[ijis deiü .AA&ngselement durlBh: 
Aenderfing^^' die jmt pi.b, c* < i. * ^jim^hGurttg sind, erzeugbaF, d. h;> 
gebi^irt d^m dprcbp^ b^ ^, * * - ftvit deiobelbeaAirfangselenlent eisi 
zeugten Syetsme; nn. . :£s:'i^ti 4lfiK^ die JdeniitlU;: beider %steiDe' betr 
wiese^, und . gezdigt, dass man .atatt jed^ibeliebigbader m daA 
System ui^fpir j^gli<;bi ^z WgQodto Aendöiuog8Wi»den , y^i» beliebigä 
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neue einfüiireti kann , sobald sie nur dem gegebenen Systeme an- 
gehört , und von den übrigen (beibebakene») unabbäi%ig' ist. Und 
da man dies Verfahren fortsetzet kann , so fblgt , dass man dasselbe 
System duvch je m imabhängige Aendenmgsw^isen desselben er- 
zeuge» kann oder 

„Jede Strecke eines Systems' m^ter Stufe kann als Sü&me von 
m Strecken, welche m gegebenen imabhKngi^en Aenderungs- 
weisen des Systems angehören , dargestellt weirdett, aber audt 
jedesmal nm* auf eine Art. ^ 
Es ist somit das System unabhUngig gemaeilt ^ott^ der Auswahl d^r 
m unabhängigen Aenderungswelsen , wir haben es nodh vom An- 
Amgselemeitte unabhängig zu m«ehen» EB'seidaeKurBprangHeh an- 
genommene Anfangselement a , nmn mache stal^ dessen ein anderes 
Element des Systems ß zum Anfangseletnettt. Ist^ nun / irgend ein 
drittes Element, so hat man 

Sind nun [ßa] imd [ay] durch die angenommenen Aenderungsweisen 
davstellbar , so wird es auch [ßy] als ihre Summe sein , d. h. j^es 
Element, was durch die angenoinmen<Sn AendenAigd^eisen aus a er- 
zeugbar ist, ist auch durch daeselbeu aus jedem andern Elemente er- 
zeugbar; also: 

), Jedes System m4er Sto^ kann erzeugt gedacht werden 
durch je m unabhängige Aenderungsweisen desselben aus jedem 
beliebigen Element- desselben, d; h. aus Einem solchen Ele- 
mente können alle übrigen durch jene Aenderungsweisen er- 
zeugt werden." . 
Hierdurch ist nun das System höherer Stufe als für sich bestehendes 
eigenthümliches Gebilde dargelegt. 

§ 21. Ich schreite nun zu den Anwendungen und zwar zu- 
nächst auf die Geometrie , will jedoch zuvor versuchidu , einen rein 
wissenschaftlichen Anfang für die Geometrie selbst und zwar un- 
abhängig von unserer Wissenschaft wenigstens andeutungsweise zu 
entwerfen, um^ so die üebereinstimmung imd Abweichung in dem 
G«nge beider Disciplinen desto besser zu übersehen. Ich behaupte 
nttiblich, dass die G-eometrie noch immer eines wissenschaftlichen 
Anfangs entbehre, und dass die Grundlage für das ganze Gebäude 
der Geometrie bisher an einem Gebrechen leide, welches einen 
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güBslichen Umbau desselben nothwendig mache. Wemi ich eine 
solche Bebauptmig aufstelle, welche den durch Jahrtausende ge^ 
heiligten Bau umzustürzen droht, so darf ich das nicht, ohne dieselbe 
durch die entscheidendsten Gründe zu belegen. Das Gebrechen, 
dessen Vorhandensein ich nachweisen will, ist am leichtesten am 
Begriffe der Ebene zu erkennen. Wie dieselbe in den mir bekannt 
gewordenen Bearbeitungen der Ckometrie definirt wird, so lieg^ 
dabei die Voraussetzung zu Qronde, dass eine gerade Linie, welche 
zwei Punkte mit der Ebene gemeinschaftlich habe , ganz in dieselbe 
&lle ; sei es nun , dass man dies stillschweigend annehme *) , oder 
in die Definition der Ebene hineinlege , oder endlich als besonderen 
Grundsatz au&telle. Das erstere zeigt sich sogleich als unwissen- 
sehafilich, das zweite kann aber, wie ich sogleich zeigen werde, 
eben so wenig auf Wissenschaftlichkeit Anspruch machen. Denn 
es ist klar, dass die Ebene schon bestimmt ist, sei es als Gte- 
sammtheit der Parallelen, welche von einer Geraden nach einer 
nicht in derselben enthaltenen Richtung gezogen werden können, 
sei es als Gesammtheit der Geraden , welche von einem Punkt an 
eine Gerade gezc^en werden können. Bleiben wir nun z. B. bei 
der ersten Bestimmung stehen , so ist klar , wie nun erst erwiesen 
werden muss, dass jede gerade Linie, welche zwei dieser Parallelen 
seimeidet, auch die sXmmtlichen übrigen schneiden müsse, ein 
Satz, welcher nicht ohne eine Reihe von HülfssKtzen erwiesen 
werden kann. . Definirt man nun die Ebene etwa als Fläche, welche 
alle geraden Linien, die zwei Punkte mit ihr gemeinschaftlich haben, 
vollständig enthält, so leuchtet ein, wie man dadurch den vorher 
ausgesprochenen Satz, unter dieser Definition versteckt, in das 
Gebiet der Geometrie einschmuggelt; und eben so wenig, als es 
sich irgend ein Mathematiker gefallen lassen würde , wenn man den 
Beweis des Satzes , dass in Parallelogrammen die gegenüberstehen- 
den Seiten gleich lang sind , dadurch vermeiden wollte , dass man 
das Parallelogranmi als Viereck, dessen gegenüberliegende Seiten 
gleich und parallel sind , definirte ; eben so wenig darf man es sich 
gefallen lassen, wenn der oben angeführte Satz durch eine solche 
Definition der Ebene unrechtmässiger Weise in die Geometrie ein- 



*) So Euklid. 



^ 
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gefiihrt wird. Es bliebe also, wenn man bei dem bisherigen Gange 
der Geometrie verharren wollte, nur Übrig, jenen Satz zu einem 
Grandsatze umzustempeln. Allein wenn ein Grundsatz vermieden 
werden kann , ohne dass ein neuer eingeführt zu werden braueht, 
so muss dies geschehen , und wenn es eine gänzliche Umgestaltung 
der ganzen Wissenschaft herbeiftlhren sollte, weil durch ein solches 
Vermeiden die Wissenschaft nothwendig ihrem Wesen nach an 
Einfachheit gewinnt. Gehen wir nun von diesem Gebrechen aus, 
was wir nachgewiesen zu haben hoflFen*), weiter zurUck, um die 
Ursachen desselben aufzufinden, so liegen diese in der mangel- 
haften Auffassung der geometrischen Grundsätze. Zuerst muss es 
auffallen , wie neben wirklichen Grundsätzen , welche geometrische 
Anschauungen aussagen , häufig xmter demselben Namen ganz ab- 
strakte Sätze aufgeführt werden, wie: „sind zwei Grössen einer 
dritten gleich, so sind sie selbst einander gleich,^ und welche, 
wenn man einmal unter Grundsätzen vorausgesetzte Wahrheiten 
versteht , gar nicht diesen Namen verdienen. In der That glaube 
ich oben (§ 1.) nachgewiesen zu haben, dass der so eben angeführte 
abstrakte Satz nur den Begriff des Gleichen ausdrücke, und dasselbe 
gilt auch von den übrigen abstrakten Sätzen, welche im wesent- 
lichen darauf hinauslaufen , dass das aus dem Gleichen auf dieselbe 
Weise Erzeugte selbst gleich sei. Von diesem Vorwurfe der 
Vermischimg von Grundsätzen mit vorausgesetzten Begriffen bleibt 
indessen Euklid selbst frei, welcher die erstem mit imter seine 
Forderungen (alTi^fiaTa) aufnahm, während er die letzteren als 
allgemeine Begriffe (»o$val Mwotat) aussonderte, ein Verfahren, 
welches schon von seinen Kommentatoren nicht mehr verstanden 
wurde, und auch bei neueren Mathematikern zum Schaden der 
Wissenschaft wenig Nachahmung gefunden hat. In der That 
kennen die abstrakten Disciplinen der Mathematik gar keine 
Grundsätze ; sondern der erste Beweis geschieht in ihnen durch An- 
einanderketten von Erklärungen, indem von keinem andern Fort- 



*) Es konnte freilich sein, dass es eine Darstellung gebe, die den ge- 
rügten Mangel vermieden hätte , ohne mir bekannt geworden zu sein. Da 
indessen mit einer solchen Darstellung zugleich die Parallelentheorie, dies 
Kreuz der Mathematiker, müsste ins Reine gebracht sein, so konnte ichmit ziem- 
licher Gewissheit annehmen, dass es eine solche Darstellung noch nicht gebe» 
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schreitungsgesetze Grebrauch gemacht wird , als von dem allgemein 
logischen , dass nämlich , was von einer Beihe ron Dingen in dem 
Sinne ansgesagt ist , dass es von jedem einzelnen derselbeil gelten 
soll, auch wirklich ron jedem einzelnen, was jener Beihe an- 
gehört, ausgesagt werden kann. Und dies Fortschreitongsgesetz, 
was , wie man sieht , nur ein sich besinnen über das , was man mit 
dem allgemeinen Satze hat sagen wollen, enthält, als Grundsatz 
aufzustellen, wie es in der Logik missbrauchsweise geschieht, wenn 
es nicht gar erst in ihr bewiesen wird , kann keinem Mathematiker 
einfallen. 

§ 22. In der Geometrie bleiben daher als Grundsätze nur 
übrig diejenigen Wahrheiten , welche der Anschauung des Baumes 
entnommen sind. Diese Grundsätze werden daher richtig gefiMst 
sein , wenn sie in ihrer Gesammtheit die vollständige Anschauung 
des Baumes geben, und auch keiner aufgestellt wird, der nicht 
diese Anschauung vollenden hülfe. Hier zeigt sich nun die wahre 
Ursache des mangelhaften Anfanges der Geometrie in ihrer bis- 
herigen Bearbeitung; nämlich theils werden Grundsätze über- 
gangen, welche ursprüngliche Baumesanschauungen ausdrücken, 
und die dann nachher, wo ihre Anwendung erfordert wird, still- 
schweigend vorausgesetzt werden müssen , theils werden Grundsätze 
aufgestellt, die keine Grundanschauung des Baumes ausdrücken, 
imd sich daher bei genauerer Betrachtung als Überflüssig ergeben, 
und überall gewähren die Grundsätze in ihrer (xesammtheit den Ein- 
druck eines Aggregats von möglichst klaren Sätzen , welche behufs 
möglichst bequemer Beweisführung zusammengestellt sind. — Die 
Grondsätze der Geometrie , wie wir sie voraussetzen müssen , sagen 
vielmehr die Grundeig<Aischaften des Baumes aus , wie sie unserer 
Vorstellung ursprünglich mitgegeben sind , nämlich dessen Einfach- 
heit und relative Beschränktheit. — Die Einfachheit des Baumes 
wird ausgesagt in dem Grundsatze : 

„Der Baum ist an allen Orten und nach allen Bichtungen gleich 
beschaffen, d. h. an allen Orten xmd nach allen Bichtungen 
können gleiche Konstruktionen vollzogen werden. " 
Dieser Grundsatz zerfällt schon seinem Ausdruck nach in zwei Grund- 
sätze , von denen der eine die Möglichkeit der Fortbewegung , der 
andere die Möglichkeit der Schwenkung setzt, nämlich : 

3* 
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1) „dass eine Gleichheit denkbar ist bei Verschiedenheit des 

Ortes." 

2y ,,dass eine G'leichheit denkbar ist bei Verschiedenheit der 

Richtung) und namentlich auch bei entgegengesetzter Richtimg. '^ 
Nennen wir Konstruktionen, urelche an verschiedenen O^en ganz 
auf dieselbe Weise erfolgen, sich also nur dem Orte nach unter- 
scheiden, gleich und gleichlSufig *) , die, welche sich nur dem Orte 
und der Richtung nach unterscheiden, absolut gleich, und insbe- 
sondere die, welche nach entgegengesetzter Richtung auf dieselbe 
Weise, wenn auch an verschiedenen Orten, erfolgen, gleich und gegen^ 
llhifig oder kurzweg entgegengesetzt , und halten dieselben Benen- 
nungen auch ftlr die Resultate der Konstruktion fest , so können wir 
jene beiden Grundsätze , wenn wir aus dem zweiten noch den pa^ 
tiellen Sat^ herausheben, bestimmter so ausdrücken : 

1) ,,Was durch gleiche imd gleichlSufige Konstruktionen erfolgt, 
ist wieder gleich und gleichläufig." 

2) ^Was durch entgegengesetzte Konstruktionen erfolgt, iät 
wieder entgegengesetzt." • 

3) „Was durch absolut gleiche Konstruktionen (wenn auch 9A 
verschiedenen Orten und nach verschiedenen Anfangsiichtuft- 
gen) erfolgt, ist wieder absolut gleich." 

Die beiden ersten von diesen drei Grrundsätzen bilden die positit^ 
VorwossetzuBg für den Theil der Geometrie , der dem ersten unsereüf 
Wissendehaft entspricht. Die relative Beschränktheit des Ratunes 
wisd dargestellt, durch den Grundsatz : 

^Der Raum Ist ein System dritter Stufe." 
Dem VerstäiodniBS desselben mflssen Erklärungen und Bestimmungen 
vorangehen, wie wir sie oben in der abstrakten Wissenschaft; gegeben 
haben;. 

§ 23. Die unmittelbare Evidenz dieser Grundsäüse und ihre 
Unentbehrlichkeit bietet sich wohl einem jeden sogleich dar , ohne 
den ersten üst keine gerade Linie, ohne den zweiten keine 



I »^ I« ■ « < 



*) Wir schlieBsen uns hier mehr an die gewöhnliche Auffassnngs- 
weise an , indem wir nur dem Begriffe des Parallelen die bestimmteren des 
Gleichläufigen and Gegenläufigen (s. oben) substituiren ; sonst wäre es an- 
gemessener gewesen, hierfür einen einfacheren Ausdruck, wie etwa „ voll- 
kommen gleich-^ einsofi^en. 
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Ebene*), ohne den dritten kein Winkel möglich, während der letzte 
den Baum selbst in seiner dreifachen Ansdehnnng darstellt, nnd 
obgleich dieselben in den gewöhnlichen Darstellimgen meist über* 
gangen werden , so hält es doch nicht schwer, die Stellen nachsn- 
weisen , wo ron demselben stillschweigend Gebraach gemacht wird. 
Dass dieselben ausreichen für die Geometrie , kann nur yollständig 
ans einander gelegt werden dnrch Entfaltung der Geometrie selbst 
ans diesem Keime heraus. Wir fahren jedoch hier fort in nnserm 
mehr andeutenden als ausfahrenden Verfahren. Den Satz, dass 
zwischen zwei Punkten nur Eine gerade Linie möglich ist, oder, 
wie ihn Euklid ausdrückt, dass zwei gerade Linien nicht einen 
Eamn (x^f^<^^) umschliessen können, hier als Grundsatz übergan- 
gen zu sehen , mag auffallen. Doch liegt derselbe in dem richtig 
aufgefassten ersten Grundsätze , nämlich sollten zwei gerade Linien, 
welche einen P. gemeinschaftlich haben , noch einen zweiten P. ge- 
meinschaftlich haben, so würde der Baum an diesem zweiten Punkt 
anders besdbaffen sein, als in den andern, wenn die Linien nicht 
zugleich auch alle andern Punkte gemeinschaftlich hätten, also 
ganz in einander fielen. Sollte dieser Beweis, der sich übrigens 
bei einer wirklichen Ausführung der Wiss^ischaft viel strenger 
ausnehmen würde, zu sehr ein philosophisches Gepräge zu haben 
scheinen, so mag man den Satz für die mathematische Darstellung 
immerhin als partiellen Grundsatz aufstellen, wenn man sieh nur 
seiner Zusammengehörigkeit mit jenem ersten Grundsätze bewusst 
bleibt**). Für die weitere Entwickelung bedienen wir uns hier, 
um zwei Grössen als gleich und gleichläufig zu bezeichnen, eines 
Zeichens (4^) , welches aus dem des Gleichen (=) und des Paral- 
lelen ( II ) kombinirt ist. — Wenn nun zwei Strecken AB und BC 
entgegengesetzt sind mit zwei andern DE und £F (vergl. Fig. 6.), 
80 dass also 

AB#ED, BC#FE 
ist , so muss nach dem zweiten Grundsatze auch AC entgegengesetzt 
mit DF, d. h. 

*) S. unten. 

**) Ueberhanpt ist die Zerspallnng in möglichst besondere Orondsätse 
der mathematischen Methode eigenthümlich und förderlieh, ^ergl. auch Bin* 
leit. Nr. 13. 
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CA#DF 
sein. Fällt also C auf D , so muss auch CA auf DF , also A auf F 
fallen, und die vier Strecken bilden ein Viereck ABCE. Also: 
^wenn von den vier stetig nach einander beschriebenen Seiten 
eines Vierecks zwei einander entgegengesetzt sind, so sind es auch 
die b^den andern*).^' Oder wenn ein beliebiges räumliches Ge- 
bilde , sich selbst parallel bleibend , so fortschreitet, dass Ein Punkt 
eine gerade Linie beschreibt, so beschreiben auch alle übrigen 
Punkte gerade Linien, welche mit der ersteren gleichläufig und 
gleich sind. Hieraus ergiebt sich leicht , daas , wenn zwei parallele 
Linien von einer dritten geschnitten werden, und man mit dieser 
dritten eine Parallele zieht , welche die eine jener parallelen Linien 
schneidet, sie auch die andere schneiden muss (und auf diese 
Weise ein Viereck bildet, in welchem die gegenüberstehenden 
Seiten gleich lang sind) , oder allgemeiner : wenn man eine Ebene 
dadurch erzeugt, dass man von allen Punkten einer zu Grunde 
gelegten geraden Linie Parallele zieht ; so wird jede gerade Linie, 
welche von einem Punkte der Ebene mit der zu Grunde gelegten 
Linie parallel gezogen wird, ganz in die Ebene fallen. Nennen 
wir die Eichtung der zu Grunde gelegten Linie und die der von 
ihr aus gezogenen Parallelen die Grundrichtungen der Ebene, so 
können wir sagen , dass jede g. L. , welche von einem P. der Ebene 
nach einer ihrer Grundrichtungen gezogen wird, ganz in dieselbe 
falle. Hieraus lässt sich endlich folgern, dass jede gerade Linie» 
welche zwei Punkte der Ebene verbindet, ganz in dieselbe fitllt. 
Der Beweis kann ganz analog der Darstellung in der abstrakten 
Wissensehaft , wie sie in § 19 gegeben ist , geführt werden. Wenn 
nämlich auch hier aus einem Punkt der Ebene a ein anderer ß 
derselben Ebene , durch die Fortbewegungen a und b , welche den 
Grundrichtungen angehören, erzeugt wird, so kann man durch 
Wiederholung dieser und der entgegengesetzten Fortbewegungen^ 



*) Hierbei ist immer festzuhalten, dass nach dem obigen unter ent- 
gegengesetzten Strecken immer gleiche , aber gegenläufige verstanden sind. 
Der Satz in der Form: „sinä in einem Vierecke zwei Seiten parallel und 
gleich, so sind es auch die beiden andern,^ ist nicht mehr allgemein richtig, 
wenn man auch Vierecke mit sich schneidenden Seiten annimmt. 
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* 

^anz eben so wie es in § 19 gezeigt war, eine unendliche Beihe 
von Punkten erzeugen , welche alle in Einer geraden Linie liegen 
und der gegebenen Ebene angehören; indem man dann ß kel a 
43ich stetig anschliessen Iftsst, erhält man jene gerade Linie in 
ihrer Vollständigkeit , und indem man endlich den Begriff des Ent- 
sprechenden auf gleiche Weise wie dort anwendet, so kann man 
-eine gerade Linie erzeugen, welche zwei beliebige in der Ebene 
gegebene Punkte verbindet und ganz in der Ebene liegt. Da nun 
zwischen zwei Punkten nur Eine gerade Linie möglich ist , so muss 
auch jede gerade Linie , welche zwei Punkte der Ebene verbindet, 
mit der vorher zwischen denselben Punkten erzeugten zusammenfallen, 
also auch ganz in die Ebene fallen. Diese Andeutungen mögen ge- 
nügen, tun einen vorläufigen Begriff zu geben von einem wissen- 
schaftlichen Anfange der Geometrie*). 

§ 24. Wir schliessen hieran eine Reihe von geometrisch^i 
Aufgaben, welche sich durch die in diesem Kapitel gegebene Me- 
thode lösen lassen, und setzen dabei, ohne die Anwendung des 
Zirkels zu gestatten, nur voraus, dass man durch zwei Punkte, 
unter welchen auch ein unendlich entfernter sich befinden darf, 
eine gerade Linie, und durch drei Punkte, die nicht in gerader 
Linie liegen, eine Ebene zu legen vermöge. Indem wir sagen, 
dass im ersten Falle unter den beiden Punkten auch einer unendlich 
entfernt sein dürfe , so wollen wir damit die Forderung ausdrücken, 
mit einer gegebenen g. L. eine Parallele zu ziehen. Die genannten 
Forderungen sind überhaupt die einzig^ , die wir für den Theil der 
Geometrie, welcher dem ersten Theile unserer Wissenschaft ent- 
spricht, aufstellen**). 



*) Vrgl. zu diesem ganzen Abschnitt (§ 15 — 23) den Anhang I „Ueber 
das Verhältniss der nichteuklidischen Geometrie zur Ausdehnungslehre.'* 
(1877.) 

**) Man pflegt die Forderung, mit einer gegebenen Linie eine Parallele zu 
ziehen, nicht mit unter diePostulate der Geometrie aufzunehmen; allein wir 
haben dieselbe nur anzusehen als einen speciellen Fall der Forderung, zweiP. 
durch eine g. L. zu verbinden. Will man diese Forderung nicht mit aufnehmen, 
so bleibt die Reihe von Sätzen und Aufgaben, welche sich bloss auf das Ziehen 
von g. L. beschränken, gänzlich unfruchtbar, indem man dann nicht einmal 
die Projektion übersehen kann , bei welcher ja endlich entfernte Punkte ins 
Unendliche rücken können und umgekehrt* 
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Au fg. 1. Eine Strecke AX zu zeichnen, welche einer gegebenen 

BC gleich und gleichläufig ist (vergl. Fig. 7). 
Aufl. Man ziehe AD parallel £C und GE parallel BA, so ist 
der Durchschnittspunkt dieser beiden Linien der gesuchte Punkt 
X. Liegt insbesondere der Punkt A in der geraden Linie BC, 
so nehme man einen Punkt ausserhalb derselben D, mache nach 
dem so eben angegebenen Verfahren DE ^^ BC und AF :^ DE, 
so ist F der gesuchte Punkt X. 
A u f g. 2 . Eine Strecke in beliebig viele gleiche Theile zu theilen. 
Die Auflösung kann vermittelst der in der vorigen Aufgabe ge- 
gebenen Konstruktion auf die gewöhnliche Auflösung zurückgeführt 
werden. 

Auf g. 3. Den Punkt X zu finden, welcher der Gleichung [AX] 

= [BC] + [DE] genügt *) (vergl. Fig. 8). 
Aufl. Man macht AF # BC und FG # DE , so ist G der ge- 
suchte Punkt. 
Auf g. 4. Den Pcmkt X zu finden, welcher der Gleichung [AX] 
— [BC] — [DE] genügt. 
Für die folgenden Sätze und Aufgaben will ich ein Paar neue Be- 
nennungen einführen, welche zur Erleichterung der Ausdrucksweise 
wesentlich sind , nämlich unter der Abweichung des Punktes A von 
einem andern B verstehe ich die Strecke BA mit Festhaltung ihrer 
Hichtung und Länge , und unter der Gesammtabweichung eines 
Punktes E von einer Punktreihe A , B , C , ... verstehe ich die 
Summe der Abweichungen jenes Punktes von den einzelnen Punkten 
dieser Eeihe, also die Summe [AR] -j- [Bß] -|- [CE] -|- . . . ., wobei» 
wie sich von selbst versteht, der im Vorigen entwickelte Begrifif der 
Summe zu Grunde gelegt ist. Hieraus ist von selbst klar , dass die 
Gesammtabweichung einer Punktreihe A, B, C . . . von einem Punkte 
E die Summe [EA] + [EB] + [EC] + . . . darstelle. Nun kann 
ich aus einer Gleichung 

1) (AB] + [CD] + [EF]+ = 0, 



*) Ich bediene mich hier der in der abstrakten WiMenschafk einge- 
führten Bezeichnung der Strecken, indem ich anter [AB] die Strecke mit 
festgehaltener Biehtung nnd Länge bezeichne, weshalb hier das Gleiehheits- 
aeichen auch wieder das gewöhnlicfae ist **\, 
**) Vergl. die Anm. zu S. 19. (1877.) 
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mdem ich statt [AB] nach dem allgemeinen Begriff der Summe 
(§ 19.) schreibe [AE]-f[RB] oder [BB] — [BA], und ebenso statt 
[CD] den Ausdruck [KD] — [KC] einführe u. s. w. , und indem ich 
dann [RA], [RC], . . . mit umgekehrtem Zeichen auf die andere Seite 
bringe, die Gleichung ableiten: 
2)...[EA] + [RC]-|-[RE] + ... — [RB] + [KD] + [RF]4-..., 
wo beide Seiten gleich viel Glieder haben. Diese so einfache Um- 
gestaltung führt direkt zu einer Reihe der schönsten und einfachsten 
Sätze, wenn man nur noch bedenkt, dass man aus der zwaten 
Gleichung durch das rückgängige Verfahren wieder die erste ge* 
winnen kann. Nämlich erstens: 

„Wenn die Gesammtabweichimg eines Punktes R von einer 
Punktreihe, gleich der Gesammtabweichung desselben Punktea 
von einer andern Punktreihe ist, welche aber eben so viel 
Punkte enthält, wie jene erste : so gilt dasselbe auch für jeden 
andern Punkt, der statt R gesetzt werden mag, und es ist femer 
die Summe der Strecken , welche von den Punkten der einen 
Reihe nach den entsprechenden der andern gezogen werden, 
gleich Null , wie man auch immer jene beiden Punktreihen al» 
entsprechend setzen möge." 
Ferner: 

„Wenn die Summe mehrerer (m) Strecken null ist, so bleibt 

die Summe auch null, wenn man die Anfangspunkte, oder 

auch die Endpunkte beliebig unter sich vertauscht (e. B. statt 

AB und CD setzt AD und GB), und zugleich ist die G^esaramt- 

abweichung der Endpunkte von jedem beliebigen Punkte R- 

stets gleich der Gesammtabweichung der Anfangspunkte von. 

demselben Punkte R." 

Als besondere Fälle dieser allgemeinen Sätze erscheinen die, wa 

fiimge Punkte oder alle Punkte der einen oder der andern Reihe zu» 

flammenfallen. Fallen alle m Punkte der einen Reihe in einn 

Punkt S zusammen , so haben wir nun , da die G-esammtabweichning 

liieser m Punkte gleich der m-fachen Abweichung des einen Punktea 

S ist, die Sätze in folgender Gestalt : 

„Wenn die Gesammtabweichung einer Reihe, welche m Punkte 
enthält, von einem Punkte R, gleich ist der m-fachen Ab weichuoig 
eines Punktes S von demselben Punkte R, so gik dasselbe aaek 
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in Bezug auf jeden andern Punkt , der statt K gesetzt werden 
mag, und die Gesammtabweichung jener Punktreilie von dem 
Punkte S ist null," 
gmd umgekehrt : 

„Wenn die Gesammtabweichung eines Punktes S von einer 
Keihe von m Punkten null ist, so ist die Gesammtab weichung 
irgend eines Punktes K von jener Reihe gleich der m-fachen 
Abweichung desselben Punktes von S." 
Aus dem letzten Satze folgt , dass es ausser dem Punkte S keinen 
«ndem gebe, welcher derselben Bedingung genüge; wir können 
ihn daher mit einem einfachen Namen bezeichnen, und nennen 
ihn die Mitte jener Punktreihe*). Es ist also unter der Mitte 
«iiier Punktreihe derjenige Punkt verstanden, dessen G^ammtab- 
weichung von jener Reihe null ist. Aus dem ersten dieser beiden 
iSätze ergiebt sich eine höchst einfache Konstruktion der Mitte. 
Nämlich ist die Mitte zwischen m Punkten zu suchen, so ziehe 
onan von irgend einem Punkte R die Strecken nach diesen Punkten, 
xuid mache RS gleich dem m-ten Theil von der Summe dieser 
Strecken (nach Aufg. 3 und 2), so ist S die Mitte. Lässt man 
bei allen früheren Sätzen noch einige Punkte zusammenfallen, 
so erhält man mehrfache Punkte, oder Punkte mit zugehörigen 
Koef&cienten , und ftlr sie gelten noch immer dieselben Sätze, 
-z.B.: Sind m Punkte A| .... Am mit den zugehörigen Koefficienten 
€K^ . . . . cTm und n Punkte B^ . . . . Bn mit den zugehörigen Koef- 
ficienten ß\ > * ' . ßn gegeben, imd ist zugleich «!-[-. . . .0^»« 
/?! -f- . . . . /?n » so wird immer , wenn die Gesammtabweichung des 
ersten Vereins von irgend einem Punkte R gleich der des zweiten 
von demselben Punkte, d. h. 

ai[RA,] + ....-f am[RAm] — A[RB,]4.....+Ä[RBJ 
ist , dasselbe auch gelten für jeden andern Punkt , der statt R ge- 
stützt werden mag. — Und auf gleiche Weise könnten auch die 
übrigen Sätze umgestaltet werden. — Wir haben hier , um sogleich 
eine Uebersicht zu geben , vorgegriffen , indem wir den Begriff der 



*) Ich habe mich über den Gebrauch dieses Namens statt des sonst 
üblichen des Centrums der mittleren Entfernungen schon anderweitig gerecht- 
fertigt (Crelle*s Journal für die reine n. angew. Mathematik Bd. XXIY.). 
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Zahl mit aufgenommen haben , von dem m der abstrakten Wissen- 
schaft bisher noch nicht die Eede sein konnte. 

§ 25. Die Anwendimg unserer Wissenschaft auf die Statik 
xrnd Mechanik ist vorzugsweise geeignet, die Bedeutung derselben 
ans Licht treten zu lassen. Betrachten wir zuerst , um das Ganze 
von Anfang an zu begründen , die Neuton'schen Grundgesetze , so 
besteht das erste *) aus zwei ungleichartigen Theilen, deren ersterer, 
dass nämlich jeder ruhende Körper im Zustande der Euhe bleibt, 
bis eine Kraft ihn in Bewegung setzt , in dem BegriflPe der Kraft, 
als Ursache der Bewegung, liegt, während der andere Theil aussagt, 
dass jeder bewegte Körper, so lange keine Kräfte auf ihn einwirken, 
dieselbe Bewegung beibehält , d. h. dass er in gleichen Zeiten stets 
gleiche Strecken (im Sinne unserer Wissenschaft , also gleich lange 
xmd gleichläufige) beschreibt. Da diese fortgesetzte Bewegung als 
eine fortdauernde Kraft erscheint , so können wir dies Gesetz noch 
einfacher so ausdrücken : 

„Jede Einwirkung einer Kraft auf die Materie ist zugleich die 
Mittheilung einer sich selbst stets gleich bleibenden (d. h. gleich 
stark und parallel bleibenden) Kraft an dieselbe." 

Diese mitgetheilte und nach der Mittheilung der Materie einwoh- 
nende Kraft ist demnach wohl zu unterscheiden von der Elraft, 
welche auf die Materie einwirkt (ihren Sitz also anderswo hat). 
Das zweite Neuton'sche Grundgesetz**) enthält ebenfalls zwei un- 
gleichartige TheQe , und jeder derselben enthält eine Grundvoraus- 
setzung , welche aber in dem Neuton'schen Ausdrucke des Satzes 
etwas versteckt liegt. Nämlich ausser dem Zusammenhange be- 
trachtet, scheint der Satz weiter nichts aussagen zu wollen, als 
dass, wenn verschiedene Kräfte auf dasselbe Theilchen wirkend 
gedacht werden, die mitgetheilten Bewegungen den Kräften pro- 
portional und gleichgerichtet seien; allein dies wäre kein Grund- 



*) „Corpus omne perseverare in statu suc quiescendi vel movendi uni- 
formiter in directum, nisi quatenus a viribus impressis cogitur statum illum 
mntare.^ New. phil. nat. princ. Lex. I. 

**) „Mutationem motus proportionalem esse vi motrici impressae et fieri 
•eeandum lineam rectam, qua vis illa imprimitur. ^ 
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gesetz, sondern bloss die Anwendung des Begriffs der Kraft, indem 
die Kraft als supponirte Ursaehe der Bewegung nur dnrch diese 
bestimmt und gemessen werden kann. Aber dass dies auch nicht 
der Sinn jenes Satzec sein soll, ergiebt sich aus dem Zusammen- 
hange, und es zeigt sich, dass derselbe einestheils aussagen soll, 
wie dieselbe Kraft auf verschiedene Massen wirkt , und andemtheils, 
wie dieselbe Kraft auf denselben Körper in verschiedenen Zuständen 
seiner Bewegung wirkt , d. h. wie die einwirkende Kraft sich mit 
einer andern, die dem Körper schon einwohnt, verbindet. Dies 
letztere wird so ausgedrückt , dass dann die Veränderung der Be- 
wegung in der Eichtung , in welcher die Kraft wirkt , und ihr pro- 
portional erfolge. Fasst man diesen Begriff der Veränderung der 
einwohnenden Kraft durch die hinzutretende genauer auf, so ist er 
nichts anderes, als was wir unter der Addition verstanden, sobald wir 
uns die Kräfte als Strecken vorstellen. Wir fassen daher diesen 
Theil des Grundgesetzes besser so auf: 

„Zwei demselben Punkte mitgetheilte Kräfte summiren sich." 
Der andere Theil jenes Gesetzes verwandelt sich, wenn wir das aus- 
scheiden, was schon im Begriff der Kraft liegt, oder aus ihm gefolgert 
werden kann, in das Grundgesetz : 

„Zwei materielle Theilchen, welche von irgend einer bewegenden 
Kraft gleiche Einwirkungen erleiden, erleiden auch durch jede 
andere bewegende Kraft gleiche Einwirkungen." 

Zwei solche Theilchen, die wir uns als Punkte, oder als Theile 
¥on imendlich kleiner Ausdehnung vorstellen können, nennen wir 
dann an Masse gleich. Dass dies Gesetz die eigentliche Grundlage 
ist von jenem Theil des Neuton'schen Grundgesetzes, würde sich 
durch eine genaue Analyse desselben leicht ergeben , der Nachweis 
wtirde mich jedoch hier zu weit führen. Doch ist es wichtig, zu 
bemesiken, wie wir hierdurch zu einem bestimmten und allgemeinen 
Maass der Kräfte gelangen, indem wir die Kraft gleich setzen 
können der Strecke, welche ein materielles Theilchen, dessen 
Masse als Einheit der Massen zu Grunde gelegt ist , in der Zeitein- 
heit beschreibt , wenn jene Kraft ihm dauernd einwohnt , d. h. die 
Kraft I welche der Masseneinheit einwohnt, ist gleich ihrer Ge- 
schwindigkeit. Das dritte Neuton'sche Gesetz endli&h , von dier 
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Gleichheit der Wirkang und Gregenwirknng*), können wir so aas« 
drucken : 

„Wenn zweiTheilefaen von gleicher Masse auf einander wiricen, 
so bleibt die Summe ihrer Bewegungen stets dieselbe, als wenn 
sie nicht auf einander wirkten.^ 
Es ist ttbrigens klar, wie die vier so eben dargestellten Gesetze 
von der Beharrung, der Summation der Erififto, der gleichen. Masse 
ubd der gegenseitigen Einwirkung Ina G«sammt nur Ein Haupt- 
gesetz darstellen, nftmÜch, dass die Ejüfte sich in ihrer Gesammtheit 
erhalten. Das Beharrungsgesetz sagt die Erhaltung der einzelnen 
Kraft an dem einzelnen Theilchen aus , das Bummationsgesetz die 
Erhaltung zweier Elräfte an dem emzelnen Theilefaen in ihrer 
Summe, das letzte die Erhaltung der GTesammtkraft bei gegen- 
seitiger Einwirkmig, welches wied^um schon das dritte voraussetzt; 
denn das diitte lehrt , indem es den Begriff der Masse begründet, 
die G^ammtkraft eines Vereins von Punkten durch Addition der 
Kriifte, welche die einzelnen an Masse gleichen Punkte erfahren, 
finden. 

§ 26. Daher können wir durch Kombination dieser Sätze so- 
gleich den allgemeinen Satz aufteilen : 

„Die Gksammtkraft (oder die Gresammtbewegnng) , die einem 
Verein von materiellen Theilchen zu irgend einer Zeit einr 
wohnt, ist die Summe aus der Gesammtkraft (oder der Ge- 
sammtbewegnng) , die ihm zu irgend einer früheren Zeit ein- 
wohnte, und den sämmtlichen Kräften, die ihm in der Zwischen- 
zeit von aussen mitgetbeih sind; wenn nämlich alle Kräfte als 
Strecken aufgefasst werden von konstanter Kichtung und Länge, 
und auf an Masse gleiche punkte bezogen werden. " 
Die einwohnende Kraft und die einwohnende Bewegung sind näm- 
lieh nach d«n vorigen § identisch. Der Beweis dieses Satzes liegt 
in den Grundgesetzen , wie wir sie vermittelst der Begriffe unserer 
Wissenschaft umgestaltet haben, vollständig vorbereitet. Jede ein« 
seine Kraft erhält sich , jede neu einwirkende Kraft summirt sich, 
und die gegenseitigen Kräfte je zweier P. von gleicher Masse an- 



*) Actioni contrarlam semper et aequalem esse reactionem, sire corporum 
duorom aetiones in se mutao semper esse aeqoales et in partes contrarias dirigi. 
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dem die Gesammtkraft beider Punkte nicht , also lindem auch die 
sämmtlicben gegenseitigen Kräfte des ganzen Punktvereins die Ge* 
sammtkraft desselben nicht. Eine specielle Folgerung diese» 
Satzes ist die , dass , so lange keine Kraft yon aussen hinzutritt, 
die Gesainmtkraft , oder die Gesammtbewegung , die dem Verein 
einwohnt, konstant bleibt. Ist p die Gesammtkraft, die einem 
Verein von m an Masse gleichen Punkten, deren Masse wir ab 
Einheit zu Grunde legen, zu irgend einer Zeit einwohnt, und 

ai cKm sind die Lagen dieser Punkte zu jener Zeit, und 

ßi ßja sind die Lagen, worin dieselben nach Verlauf einer 

Zeiteinheit übergehen würden, wenn die Gesammtkraft konstant 
bliebe, so haben wir die Gleichung 

Wir wollen nun alles auf einen Punkt des Systems beziehen , den 
wir aber vorläufig noch ganz unbestimmt lassen, und nachher so 
bestimmen wollen, dass seine Bewegung sich vollständig ergiebt. 
Es habe dieser Punkt zu jener Zeit die Lage a; bei konstanter 
Gesanmitkraft gehe nach einer Zeiteinheit a in ß über , so hat man 

nach der allgemeinen Definition der Summe. Da nun , wenn man 
auf diese Weise in alle Glieder der Gleichung (1) substituirt , [aß] 
selbst m-mal vorkommt, so erhält man 

2) ....([«!«] + ••• •[«ma])+m[a/?]+([>yA] + . ...[/?/?„,]) = p. 
Bestimmen wir nun den Punkt a als Mitte der Punkte a^ . . . , a^ 
und ß als Mitte von ßi * - . . ßmy so fallen die Summenglieder weg, 
weil die Gesammtabweichimg einer Punktreihe von ihrer Mitte nach 
§ 24 null ist, und man hat 

3) m[a/y) — p oder [aß\^-^ 

d. h., wenn wir statt des Namens der Mitte den in der Statik üblichen 
des Schwerpunktes einftlhren , und m die Masse des ganzen Vereins 
nennen : 

„Der Weg, den der Schwerpunkt in der Zeiteinheit beschreiben 
würde, wenn die dem Verein einwohnende Gesammtkraft während 
derselben konstant bliebe — oder kürzer ausgedrückt , die Gte- 
schwindigkeit des Schwerpunktes — ist gleich der Gesammt- 
kraft dividirt durch die Masse. ^' 
Da nun dieselbe Gleichung (3) auch stattfinden würde, wenn 
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sXmmtliche m Punkte in einem Pnnkte vereinigt wären, so kann man 
sagen: 

„Die Bewegung des SchwerpTmktes eines Systems ist dieselbe', 
als ob die gesammte Masse ihm einwohnte, nnd sSmmtliche 
Kräfte, die auf das System wirken, auf ihn allein einwirkten.^ 
§ 27. Mit dieser so höchst einfachen Beweisflihrang ist alles 
dargestellt , was in den bisherigen Lehrbttchem der Mechanik ver* 
mittelst weitläufiger Rechnnngsapparate abgeleitet wird, und was 
wir z. B. in La Orange mie. an. p. 45 — 48 und 257 — 262 der 
letzten Ausgabe entwickelt finden. — und unsere Entwickelxmg 
würde noch einfacher ausgefallen sein, wenn wir uns der in den 
folgenden Kapiteln entwickelten Begriffe und Kechnungsgesetze 
hätten bedienen können. Aber der wesentlichste Vorzug unserer 
Methode ist nicht der der Kürze , sondern ▼ielmehr der , dass jeder 
Fortschritt in der Eechnung zugleich der reine Ausdruck des be- 
grifflichen Fortschreitens ist, während bei der bisherigen Methode 
der Begriff durch Einführung dreier willkührlicher Koordinatenaxen 
gänzlich in den Hintergrund gestellt wird. Und ich kann hoffen, 
schon durch die hier gegebene Entwickelung diesen Vorzug der 
neuen Analyse zur Anschauung gebracht zu haben, obgleich derselbe 
bei jedem Fortschritt in unserer Wissenschaft in ein immer helleres 
Licht treten wird , und erst nach Vollendung des Ganzen in seiner 
vollen Klarheit herrortreten kann. 



Zweites Eapitel. 

Die äussere Multiplikation der Strecken. 

§ 28. Wir gehen zuerst von der Geometrie aus , um aus ihr 
die Analogie zu gewinnen, nach welcher die abstrakte Wissen^ 
schaft fortschreiten muss , und sogleich eine anschauliche Idee vor 
Augen zu haben , welche uns durch die unbekannten und oft be*- 
schwerlichen Wege der abstrakten Entwickelung geleite. Wir ge^ 
langen von der Strecke zu einem räumlichen Gfebilde höherer 
Stufe, wenn wir die ganze Strecke, d. h. jeden Punkt derselben 
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«ine neue der ersteren ungleichartige Strecke beschreiben lassen, 
so dass also alle Punkte eine gleiche Strecke konstruiren. Der 
BO erzeugte Flächenraum hat die Gestalt eines Spathecks (Parallelo- 
gramms). Setzen wir nun zwei solche FlJichenräume, die derselben 
Ebene angehören, als gleich bezeichnet, warn man beim Üebergang 
aus der Richtung der bewegten Strecke in die Richtung der durch 
die Bewegung konstruirten, beidemale nach derselben Seite hin (z.B. 
beidemale nach links hin) abbiegen muss , als ungleich bezeichnet, 
wenn nach entgegengesetzter, so ergiebt sieh sogleich nachstehendes 
'eben so einfache als allgemeine G-esetz : 

,,Wenn in der Ebene eine Strecke sich nach einander um be- 
liebige Strecken fortbewegt , so ist der gesammte dadurch be- 
schriebene Flächenraum (wenn man die Vorzeichen der ein- 
zelnen Flächentheile in der angegebenen Weise setzt) eben so- 
gross, als ob sie sich um die Summe jener Strecken fortbe^ 
wegt hätte." 
Oder 

,)Wenn in der Ebene eine Strecke sieh zwischen zwei festen 
Parallelen fortbewegt, sodass sie zu Anfang in der einen, zuletzt 
in der andern liegt, so ist der dadurch erzeugte gesammte 
Flächenraum stets gleich gross, auf welchem (geraden oder ge- 
brochenen) Wege sie sich auch dahin bewegt haben mag, so 
bald man nur das angenommene Zeichengesetz festhält.^ 
Dieser Satz folgt unmittelbar aus dem genannten Satze , dass Pa- 
rallelogramme , die von derselben Grundseite aus bis nach derselben 
Parallele hin sich erstrecken , gleichen Flächenraum haben. Wie 
hieraus jener Satz hervorgeht, ergiebt sich leicht aus der Figur 
(vergl. Figur 9). Betrachtet man nämlich zuerst die unendlichen 
geraden Linien ab und cd als die festen Parallelen, und ver- 
gleicht die Flächenräume, welche entstehen, wenn sich ab einer- 
seits um die Strecke ac , andererseits um die gebrochene Linie aec 
bewegt, so ist der Anblick der Figur hinreichend, um sich ver- 
mittelst des angeführten Satzes von deren Gleichheit zu über- 
zeugen. Aber ebenso wenn man die Parallelen ab und ef als die 
festen betrachtet , und die Flächenrämne vergleicht, welche ent- 
stehen, wenn sich ab einestheils um ae, andemtheils um ac und dann 
um ce fortbewegt, so überzeugt man sich leicht von der Richtig- 



S 29 BewegnHg der Streoken. 49 

keit des obigen Satzes auch für dieseili Fall , wenn man nur festhält, 
dass die Flächenräume, welche durch Bewegung der Strecke ab nach 
den Richtungen ac und ce entstehen, ^itgegengeset^ bezeichnet sind, 
zu ihrer Summe also den Unterschied der absoluten Flächenräume 
haben. Daraus fliesst dann durch wiederholte Anwendung der zu 
erweisende Satz. 

§ 29. Eb ist an sich klar, dass die angeführten Sätze (aus 
denselben Gründen) auch gelten, wenn man in den Spathecken, aber 
dann auch in allen gleichzeitig , die bewegte Seite und die die Be- 
wegung messende gegen einander austauscht. Also hat man den 
Satz: 

„Der Flächenraum , den in der Ebene eine gebrochene Linie 
beschreibt , ist gleich dem der geraden Linie , welche mit jener 
gleichen Anfangspunkt und Endpunkt hat" 

oder: 

„Der gesammte Flächenraum, den in einer Ebene die Seiten 
einer geschlossenen Figur bei ihrer Fortbewegung beschreiben, 
ist allemal null." 

Aus den Sätzen dieses und des vorigen § folgt , vermittelst der in 
der allgemeinen Formenlehre § 9. entwickelten Begriffe, dass die- 
jenige Verknüpfung der beiden Strecken a und b , deren Ergebniss 
der durch die Bewegung der ersten um die zweite erzeugte Flächen- 
raum ist, eine multiplikative sei , weil , wie sich sogleich zeigt , ^e- 
jenige Beziehung zur Addition für sie gilt, welche eine Verknüpfung 
als multiplikative bestimmt. Nämlich wählen wir für den Augen- 
blick noch das allgemeine Verknttpfungszeichen (^) zur Bezeichnung 
jener Verknüpfungsweise , und schreiben die bewegte Strecke voran, 
so hat man nach dem vorigen § 

und nach den Sätzen dieses § 

(b -j- c)^& = b '^ a -^ c '^ a. 
Und dies waren nach § 9. die Beziehungen , welche eine Verknü- 
pfung als multiplikative bestimmen. Die besondere Eigenthümlich- 
keit dieser Multiplikation und die darauf begründete Benennungs- 
und Bezeichnungsweise wollen wir in der streng wissenschaftlichen 
Barstellung angeben. 
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§ 30. In der hier dargestellten Beziehung liegt die beredteste 
Eechtfertigung des von uns im yorigen Kapitel aufgestellten Addi- 
tionsbegrifiPes. In der That , wenn man eine Gleichung hat , deren 
Glieder Strecken in derselben Ebene , aber von ungleicher Richtung 
sind, und welche nicht mehr gilt , wenn man statt der Strecken ihre 
Längen setzt, imd so die Gleichung zu einer algebraischen macht, so 
können wir diese scheinbare Disharmonie zwischen geometrischen 
und algebraischen Gleichungen sogleich aufheben, wenn wir das 
ganze System jener Strecken in derselben Ebene fortbewegen , und 
die dadurch entstehenden Flächenräume in die Gleichung einführen^ 
oder anders ausgedrückt , wenn wir die Gleichung mit einer Strecke 
derselben Ebene multipliciren. Für die so entstehenden Flächen- 
räume gilt nun, wie wir so eben nachwiesen, die angenommene 
Gleichung auch in algebraischer Weise, sobald man nur das an- 
gegebene Zeichengesetz beobachtet« Auch ist klar , dass erst jetzt, 
da die Flächenräume als Theile derselben Ebene einander gleichartig 
geworden sind , der Begriff der algebraischen Addition anwendbar 
sein kann. Jene scheinbare Disharmonie besteht indessen noch 
fort , wenn die Strecken nicht alle in einer Ebene lagen , eben weil 
dann die durch Fortbewegung entstandenen Flächenräume auch ver- 
schiedenen Ebenen angehören , und also selbst noch als verschieden- 
artig angesehen werden müssen. Offenbar wird diese Verschieden- 
artigkeit nun aber aufgehoben, wenn man die Gesammtheit jener 
Flächenräume noch nach einer andern Kichtung bewegt, und die. da- 
durch entstehenden Körperräume betrachtet, da diese, als demselben 
Einen unendlichen Räume angehörig, einander gleichartig sind. Und 
man übersieht leicht genug , dass , wenn man von der Gleichheit der 
Spathe (Parallelepipeda) *) , welche zwische^ denselben parallelen 
Ebenen liegen, ausgeht, man auf gleiche Weise für sie, wie vorher 
für die Spathecke (Parallelogramme), die algebraische Gültigkeit 
der auf die angegebene Weise entstandenen Gleichungen beweisen, 
und überhaupt die den obigen entsprechenden Sätze aufstellen kann. 
Nachdem wir so den Begriff der Multiplikation für die Geometrie 
zur Anschauung gebracht haben , so können wir nun zu unserer 



*) Der Ausdruck Späth statt Parallelepidum bedarf wohl kaum einer 
Rechtfertignng, aus ihm ist der Name Spatheck hergeleitet. 
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Wissensehaft zurückkehren, nm in ihr den rein abstrakten, von aller 
Betrachtang des Raumes unabhängigen Weg zu verfolgen. 

§ 31. Im ersten Kapitel betrachteten wir die Ausdehnungen, 
wie sie durch einfache Erzeugung aus dem Elemente hervorgingen ; 
und die Verknüpfung dieser Ausdehnungen , sofern dadurch wieder 
Ausdehnungen derselben Gattung, d. h. solche, die ihrerseits wie- 
der durch einfache Erzeugung aus dem Elemente ableitbar sind, 
entstanden, haben wir vollständig der Betrachtung unterworfen, 
und nachgewiesen, dass dieselbe als Addition oder Subtraktion 
außsufassen sei. Die weitere Entwicklung fordert also die Erzeu- 
gung neuer Gattungen der Ausdehnung. Die Art dieser Erzeugung 
ergiebt sich sogleich analog der Art, wie aus dem Elemente die 
Ausdehnung erster Stufe erzeugt wurde , indem man nun auf gleiche 
Weise die sämmtlichen Elemente einer Strecke wiederum einer 
andern Erzeugung unterwerfen kann; und zwar fordert die Ein- 
fachheit der neu zu erzeugenden Grösse die Gleichheit der Erzeu- 
gungsweise für alle Elemente, d. h. dass alle Elemente jener 
Strecke a eine gleiche Strecke b beschreiben. Die eine Strecke a 
erscheint hier als die erzeugende, die andere b als das Maass der 
Erzeugung , und das Ergebniss der Erzeugung ist , wenn a und b 
ungleichartig sind , ein Theil des durch a und b bestimmten Syste- 
mes zweiter Stufe , muss also als Ausdehnung zweiter Stufe aufge- 
fasst werden. Wollen wir nun, wie es der Gang der Wissenschaft 
fordert, dass die Ausdehnung zweiter Stufe zu dem System zweiter 
Stufe dieselbe Beziehung haben soll, wie die Ausdehnung erster 
Stufe zu dem System erster Stufe, so muss zuerst das System 
zweiter Stufe als ein einfaches , d. h. aus gleichartigen Theüen be- 
stehendes angesehen, und in diesem Sinne die Ausdehnung zwei- 
ter Stufe als Theil dieses Systems und als wieder Theile desselben 
in sich enthaltend aufgefasst werden , woraus denn folgt , dass zwei 
Ausdehnungen zweiter Stufe, welche demselben Systeme zweiter 
Stufe angehören, als gleichartig erscheinen und daher, wenn sie 
in demselben Sinne erzeugt sind , zur Summe die Vereinigung bei- 
der zu Einem Ganzen haben. Wir bezeichnen nun das auf diese 
Weise aus a und b entstandene Erzeugniss vorläufig, nämlich so 
lange , bis wir die Art dieser Verknüpfung näher bestimmt haben, 

mit a'^b , und verstehen vorläufig „unter a^b, wo a und b Strecken 

4* 
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sind, diejenige Ansdehniuig , wdche erzeugt wird^ vreaa jedes 
Element von a die Strecke b erzeugt , und zwar diese Ausdehnung 
als ein den ttbrigen gleichartiger Theil des Sjstemes zweiter Stufe 
aufgefasst.'' Diese Definition dehnen wir nttn auf beliebig viele 
Glieder aus, und verstehen vorläufig: „unter a^^b-c..., wo a, b, c... 
beliebig viele, etwa n, Strecken sind, diejenige Ausdehnung, welche 
entsteht, wenn jedes Element von a die Strecke b erzetigt, jedes 
der so entstandenen Elemente die Strecke c erzeugt u. s. w» , und 
zwar diese Ausdehnung als allen übrigen Theilen desselben STStemes 
n-ter Stufe gleichartig gesetzt. Wir nennen die so erzeugte Aus^ 
dehnung eine Ausdehnung n-ter Stufe. '^ 

§ 32. Da die Ausdehnui^en n-ter Stufe , sofern sie demr 
selben Systeme n-ter Stufe angehören, einandw gleichartig gesetzt 
wurden, so gilt für sie der Begriff, den wir m § 8 für die Summe 
des Gleichartigen aufgestellt haben, dass sie nämlich, wenn das 
Gleichartige auch in gleichem (nicht entgegengesetztem) Sinne er- 
zeugt ist, das Ganze sei, zu dem jene gleichartigen Summanden 
die TheUe bilden. Somit gelten auch sämmtliche Gesetze der 
Addition und Subtraktion für diese Verknüpfung der gleichartigen 
Ausdehnungen. Um daher die Beziehung der im vorigen Paragra- 
phen dargestellten neuen Yerknüpfiingsweise zur Addition aofm- 
fassen, werden wir zunächst die Addition gleichartiger Grössen in 
Betracht zieh^i. Es ergiebt sich hier unmittelbar , wenn A und A| 
zwei gleicluurtige und zwar auch in gleichem Sinne erzeugte Aus* 
dehnungsgrössen von beliebiger Stufe sind , und b eine Strecke dar- 
stellt, dass allemal 

(A-(-Ai) -b^-A-^ b+Ai -> b 
ist, wo auch wiederum A'^b und A^^^b gleichartig sind, xmd wo 
das Yerknüpfongszeicben die neue Yerknüpfiingsweise darstellen 
soll. Da nämlich (A-|-Ai) das Ganze ist aus A und A], so bedeutet 
(A-{*A|)'^b die Gesammtheit der Elemente, welche entstehen, wenn 
jedes Element von A und von A| die Strecke b erzeugt , oder , was 
dasselbe bedeutet , wenn jedes Elemefnt von A die Strecke b erzeugt 
und ebenso jedes Element von A|, d. h.: es ist gleich A'^b-f-A|^b• 
Ebenso folgt aber auch, dass 

A '^ (b-|-bi)«=sA '^ b-|-A '^ bi 
ist, wenn b und bi in gleichem Sinne erzeugt sind. Denn A'>(b4-b|) 
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bedeutet die Gresammtheit der Elemente, welche bervorgeben, wenn 
jedes Element von A die Strecke (b-|-b|) erzeugt, d. b. wenn 
jedes Element Ton A zuerst die Strecke b erzeugt , und dann jedes 
der um b geänderten Elemente von A die Strecke b^ erzeug^. 
Wenn zuerst jedes Element von A die Strecke b erzeugt, so ist 
die Gesammtbeit der so erzeugten Elemente A^^b; alsdann soll 
jedes der Elemente von A, nachdem es sich um b geändert hat, 
die Strecke b^ erzeugen. Nun haben wir aber in § 20 gezeigt, 
dass, wenn alle Elemente einer Strecke sich um gleich viel än- 
dern , die so hervorgehende Stre<^e der ersteren gleich sei. Das- 
selbe werden wir nun auch auf Ausdehnimgen beliebiger Stufen 
tibertragen können, da diese nämlich als Verknüpfongen von 
Strecken dargestellt sind , also als gleich betrachtet werden müssen, 
wenn die Strecken es sind, durch deren Verkntlpflmg sie gebildet 
sind. Also wird die Ausdehnungsgrösse A , nachdem sich alle ihre 
Elemente um b geändert haben, noch sich selbst gleich geblieben 
sein. Wenn also alle Elemente von A, nachdem sie sich um b 
geändert haben, die Strecke b^ erzeugen, so wird dieselbe Aus- 
dehnungsgrösse hervorgehen , als wenn alle Elemente von A xmmit- 
telbar die Strecke b| erzeugt hätten, d. h. es wird die Ausdeh- 
nungsgrösse A'^b4 hervorgehen. Also werden im Ganzen die Aus- 
dehnungen A'^b und A'^bi erzeugt, und ihre Gesammtbeit wird 
gleich A'N(b-|-bi) sein, d. h. 

A'^ (b -[- b 4) = A'^b -j- A'^ b |. 
Es ist klar, dass man durch wiederholte Anwendung dieses Be- 
ziehungsgesetzes dasselbe auf beliebig viele Faktoren ausdehnen 
kann. Da dies Gesetz nach § 10 das Grundgesetz der Multiplikation 
ist, so werden wir sagen, die neue Verknüpfungsweise habe zur Ad- 
dition des in gleichem Sinne erzeugten die multiplikative Beziehung, 
somit werden auch alle daraus abgeleiteten Gesetze (§ 10) hier 
gelten, und namentlich das Grundgesetz auch bestehen bleiben, 
wenn einige der Grössen negativ, also mit den positiven in ent- 
gegengesetztem Sinne erzeugt sind. Nun hab^i wir das in gleicheai 
und das in entgegengesetztem Sinne erzeugte unter dem Namen 
des Gleichartigen zusammengefasst (§ 8), und werden also sagen 
können, unsere Yerknüpfungsweise habe überhaupt zur Addition 
des Gleichartigen die Beziehung, welche der Multiplikation im 
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Yerhältniss zur Addition zukomme*). Hiermit ist nun unsere 
Verknüpfung nach § 12 als Multiplikation nachgewiesen, und wir 
führen daher für sie auch sogleich die multiplikative Bezeichnung 
ein. Es ergiebt sich nun unmittelbar aus dem im vorigen § ge- 
gebenen Begriffe dieser YerkntLpfangsweise , „dass ein Produkt, in 
welchem zwei Faktoren gleichartig , oder überhaupt in welchem die 
n Faktoren von einander abhängig sind, d. h. einem System von 
niederer Stufe als der n-ten angehören, als null zu betrachten 
ist;^ hierzu gehört auch der Fall, wo einer der Faktoren null ist, 
sofern einerseits die Null immer als abhängig gedacht werden kann, 
andererseits das mit ihr gebildete Produkt null ist. Aber auch 
umgekehrt folgt, „dass, wenn die Faktoren von einander unabhän- 
gigsind, das Produkt immer einen geltenden Werth habe,^' indem 
es dann einen bestinmiten Theil jenes Sjstemes n-ter Stufe dar- 
stellt. Es bleibt uns nur noch übrig, zu zeigen, dass jene Be- 
ziehung auch für die Addition ungleichartiger Strecken gültig sei. 
Dies darzuthun , soll nun die Aufgabe der folgenden Paragraphen 
sein. 

§ 33. Diese allgemeine Beziehung beruht bei zwei Faktoren 
wesentlich auf dem Satze , dass wenn b und b| gleichartige Strecken 
sind, 

(a-|-bi) . b = a . b, und b . (a-j-bi) = b . a 
sei. Es sei, um dies zu erweisen , a =» [aß] , wo a und ß Elemente 
sind (vergl. Fig. 10), und bi«»(/iJy] also a-|-bt««[ay] nach der 
Definition der Summe (§ 19). Femer sei 

Nach dieser Bezeichnung ist nun die Ausdehnung [aßß^a], wenn 
wir darunter die von den Strecken aß, ßß, ß^a\ da begränzte 
Ausdehnung verstehen, gleich a.b und die Ausdehnung \aYia\ 
gleich [ay].b, d. h. gleich (a-j-bi).b, und die Gleichheit dieser 
beiden Ausdehnungen bleibt also zu erweisen. Yermöjg^e der vor- 
ausgesetzten Gleichartigkeit von b und bf sind ß, f, ß^, Y Ele- 
mente desselben Sjstemes erster Stufe , und wenn wir zunächst 
voraussetzen, dass b und bi auch in gleichem Sinne erzeugt sind 



*) "^ergl. hier überall § 12, wo das gleiche Eingehen der Theile in die 
Yerknüpfang zum Princip der Entwickelang gemacht ist. 
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(§ 8), so ist [ßy] in gleichem Sinne erzeugt mit [yy'], d. h. y 
liegt zwischen ß und / *) , und ebenso ist [ßß^] in gleichem Sinne 
erzeugt mit [ßY], weil nämlich dies letztere nach § 20 gleich 
\fiY] ist, also liegt auch /f zwischen denselben beiden Elementen 
ß und y'y und diese letztem sind also die äussersten von den ge- 
nannten vieren. Daraus folgt, dass 

[aßß'a'] - [aßY'a'] - [aßTr] 
und 

[ayya] = [aftrV] — [aßy] 
sei. Nun sind aber die Ausdehnungen aßy und aß^y einander 
gleich, weil die letztere aus der ersteren durch Aenderung aller 
Elemente xlxd. die Strecke b hervorgeht , und dabei nach § 20 alle 
Strecken gleich bleiben , also auch die Ausdehnungen zweiter Stufe, 
indem jede solche nur eine Gesammtheit von Strecken darstellt. 
Somit werden auch die Ausdehnungen [aßß'a] und [ayyci] ein- 
ander gleich sein, da sie aus dem Gleichen auf dieselbe Weise 
entstanden sind ; d. h. 

a.b — (a-l-bi).b**). 
Dieser Beweis ist zunächst nur für den Fall geführt^ dass b und b| 
in gleichem Sinne erzeugt sind; um die Gtütigkeit desselben Ge- 
setzes auch fiir den Fall der in entgegengesetztem Sinne erfolgten 
Erzeugung darzuthun, sei a-{-b|aBC, so ist assc — b| und wir 
erhalten 

c . b SS (c — bi) . b oder ■« (c -j- ( — bi) ) . b, 
d. h. das eben dargestellte Gresetz gilt auch , wenn die eben durch 
b und bi bezeichneten Strecken in entgegengesetztem Sinne er- 
zeugt sind, also überhaupt , wenn sie gleichartig sind. Ganz genau 
auf dieselbe Weise folgt nun auch , dass, wenn b und b | gleichartig 
sind, auch 

b.(a-j-bi)=»b.a 
sei. Ist hier a gleich null, so hat man b.b] gleich null; d. h. 
das Produkt zweier gleichartigen Strecken ist null , wie dies auch 
aus dem Begriff unmittelbar hervorgeht. 



*) Die Bedeutung des hier gebrauchten bildlichen Aasdrucks in der 
abstrakten Wissenschaft ist wohl an sich klar. 

**) Es ist leicht zn sehen , dass dies nur der auf die abstrakte Wissen- 
schaft übertragene Beweis für den entsprechenden geometrischen Satz ist. 
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§ 34. Dasselbe lässt sich nun auch erweisen , wenn in einem 
Produkte aus mehreren Faktoren irgend zwei auf einander folgende 
Faktoren auf die angegebene Weise zerstückt sind. Nämlich da das 
Gleiche mit dem Gleichen auf dieselbe Weise verknüpft wieder 
Gleiches giebt (§1), so muss auch, wenn P irgend eine Faktoren- 
reihe bezeichnet 

(a-|-bi).b.P = a.b.P 
sein. Demnächst lässt sich zeigen, dass bei Vertauschung der 
Faktoren der absolute Werth derselbe bleibt. Nämlich a . b . c . . . . 
bedeutet die Ausdehnung, welche aus einem als Ursprungselement 
gesetzten Elemente dadurch hervorgeht , dass dasselbe zuerst die 
Strecke a erzeugt , dann jedes Element dieser Strecke die Strecke 
b , dann jedes so entstandene Element die Strecke c erzeugt u. s. w. 
Alle Elemente der so gebildeten Ausdehnung gehen somit aus 
dem angenommenen Ursprungselemente durch Aenderungen her- 
vor , welche mit a , b , c, . . . gleichartig sind , aber deren Grösse 
nicht überschreiten, und die Gesammtheit der so erzeugbarea 
Elemente ist eben jene Ausdehnung. Da es nun auch für's Eesultat 
gleichgültig ist, in welcher Eeihenfolge diese Aepderungen sieh 
an einander schliessen (§ 17), so wird man von demselben Ur- 
spriongßelemeate auß bei beliebiger Beihenfplge der Faktoren 
a , b , c , . . . stets zu derselben Gesammtheit von Elementen ge- 
langen , welche die Ausdehnung konstituiren ; d. h. alle solche Pro- 
dukte werden denselben absoluten Werth darstellen. Es werden 
also die früher für die ersten beiden Faktoren solcher Produkte 
erwiesenen Gesetze für je swei andere Faktoren auch gelten, so- 
fe^ nur die Vorzeichen entspreche9d gewählt werden dürfep. Di^ 
Vorzeichen kennen nur in so fem willkürlich gewählt werden , aU 
sie noch nicht durch Definitionen bestimmt sind. Auf dieselbe 
Weise nun , wie wir fttr zwei Faktoren die Zeichen nur so wählen 
konnten, dass auch dem Zeichen nach 

(a -|- b|) . b = a . b und a . (b -f" «4) = * • b 
wurde, auf dieselbe Weise werden wir auch, wenn beliebig viele 
Faktoren vorhergehen, diese Zeichenbestimmung festhalten, und 
also nicht nur dem absoluten Werthe nach, sondern auch dem 
Zeichen nach 

P.(a-|-bi).b = P.a.b und P.a.(b4-ai) = P.a.b 
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setzen müBsen , wo P ein Produkt von beliebig vielen Faktoren vor- 
stellt. Da dieselbe Beziehung auch fortbesteht , wenn noch belielHg 
viele Faktoren folgen, so haben wir fUr diese besondere Art d^ Mul- 
tiplikation das Gesetz gewonnen , dass man , wenn ein Faktor einen 
Summanden enthält , welcher mit einem der angrenzenden Faktoren 
gleichartig ist, diesen Summanden weglassen kann, worin denn schon 
liegt, dass, wenn zwei aneinander gränzende Faktoren gleichartig 
werden, das Produkt null wird. Dies Gesetz, in Verbindung mit der 
allgemeinen multiplikativen Beziehung zur Addition des Gleichar- 
tigen , bedingt alle ferneren Gesetze dieser besonderen Art der Mul- 
tiplikation , die wir hier betrachten, und kann daher als Grundgesetz 
für dieselbe aufgefasst werden. Wir nennen diese Art der Multipli- 
kation eine äussere , und wählen als specifisches Zeichen für sie den 
Punkt, während wir das unmittelbare Aneinanderschreiben als all- 
gemeine Multiplikationsbezeichnung festhalten^). 

§ 35. Aus diesem Grundgesetze nun und jenem Beziehungs- 
gesetze leiten wir die übrigen Gesetze dieser Multiplikation auf rein 
formelle Weise ab. Man hat durch Kombination beider, wenn P und 
Q beliebige Faktorenreihen, a^ und b| aber Strecken bezeichnen, die 
mit a und b gleichartig sind, 

P.(a4- ai 4-bi).b.Q = P.(a4-ai).b.Q 

= P.a.b.Q4-P.ai.b.Q 

= P.a.b.Q-f P.(ai +bi).b.Q? 

oder da ai ~|- bi jede Strecke vorstellen kann, welche in dem durch 

a uad b bestimmten Systeme zweiter Stufe liegt (nach dem Begriffe 

dieses Systems^) , so hat man, so lange a, b, c demselben Systeme 

zweiter Stufe angehören, 

P.(a-[-c).b.Q=^P.a.b.Q + P.c.b.Q; 

d. h. es gilt auch für diesen Fall noch die allgemeine multiplikative 

Beziehung zur Addition. Bieraus nun folgt sogleich, dass 

P.a.b.Q«- — P.b.a.Q 



*) Ich habe hier die in der ersten Auflage gewählte Bezeiehnaiig bei- 
behalten. In der Ausdehnungslehre von 1862 , so wie in meinen späteren 
Arbeiten habe ich für die äussere Multiplikation , wie überhaupt für 4ie auf 
ein Hanptgebiet bezügliche , die scharfe KLunmer als oharakteriftuehe Be^ 
Zeichnung gewählt. (187 7 .) 

**) Vergl. § 16. 



Sg Aeuuwe Multiplikatioii der Strecken. § 35 

ist, oder dass man zwei an einander gränzende Faktoren eines äusseren 
Produktes, wenn sie Strecken sind, nur mit Zeiehenwechsel ver- 
tauschen darf. In der That, da 

P.(a + b).(a + b).Q«=0 
ist, weil zwei aneinander gränzende Faktoren gleichartig sind; so 
erhält man mit Anwendung des so eben erwiesenen Gesetzes , und 
weil P . a . a . Q und P . b . b . Q ebenfalls null sind, 

P.a.b.Q4.P.b.a.Q««0, d.h. 

P.a.b.Q — — P.b.a.Q. 
Ich werde dies merkwürdige Eesultat nachher noch ausfährlicher 
durchgehen, um jetzt zu den wichtigen Folgerungen überzugehen, 
welche aus diesem Yertauschungsgesetze fliessen. Es ergiebt sich 
'daraus, dass, wenn ein einfacher Faktor (so nennen wir nämlich einen 
Faktor, der eine Ausdehnung erster Stufe oder eine Strecke darstellt), 
zwei solche Faktoren überspringt , das Produkt gleiches Zeichen be- 
hält , indem die zweimalige Aenderung des Vorzeichens wieder zu 
dem ursprünglichen Vorzeichen zurückftihrt , also auch , dass Über- 
haupt, wenn ein einfacher Faktor eine gerade Anzahl einfacher Fak- 
toren überspringt, das Vorzeichen des Produktes dasselbe bleibt, hin- 
gegen, wenn eine ungerade, sich in das entgegengesetzte verwandeliL 
muss, sobald der ganze Ausdruck denselben Werth behalten soll. 
Somit müssen die Gesetze, welche für zwei an einander gränzende 
Paktoren gelten , auch für getrennte fortbestehen ; denn man kann 
den einen der beiden getrennten Faktoren an den andern heranrücken, 
wobei sich das Vorzeichen entweder ändert oder nicht, je nachdem 
'er dabei eine ungerade oder gerade Anzahl einfacher Faktoren über» 
springt , kann nun die Gesetze , die für zwei an einander gränzende 
Faktoren gelten, anwenden, und dann in allen Produkten wieder 
Jenen Faktor auf seine alte Stelle zurückrücken, wobei das Vor- 
zeichen offenbar jedesmal wieder das ursprüngliche werden muss*). 
Also wenn irgend zwei einfache Faktoren eines Produktes aus Stücken 
bestehen, welche demselben Systeme zweiter Stufe angehören, so gilt 
das Beziehungsgesetz der Multiplikation zur Addition, und da, wenn 

*) Denn änderte es sich vorher nicht, so ändert es sich auch jetst 
nicht , da der Faktor wieder dieselbe Faktorenzahl überspringt ; änderte es 
sich vorher aber, so ändert es sich jetzt wieder (ans demselben Grande), wird 
•Iso wieder das ursprüngliche. 
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zwei einfache Faktoren gleichartig werden , nach § 33. das Produkt 
nnll ist , so folgt , dass man Stücke , welche den übrigen Faktoren 
gleichartig sind , aus einem Faktor weglassen oder ihm hinzofdgen 
kann , ohne den Werth des Produktes zu ändern. Daraus folgt so- 
gleich, was auch schon nach § 32. aus dem Begriffe hervorging, dass 
das Produkt von n Strecken, die von einander abhängig sind, null ist ; 
denn eine derselben muss sich dann als Summe von Stücken darstellen 
lassen , die den andern gleichartig sind ; und diese kann man dann 
nach dem eben erwiesenen Satze in dem Produkte weglassen ; also 
statt jener Summe null setzen, wodurch das Produkt selbst null wird. 
§ 36. Aus dem Hauptsatze des vorigen § folgt der allgemeine 
Satz, dass, 

„wenn in einem Produkte von n einfachen Faktoren einer der- 
selben zerstückt ist, und zwar so, dass alle Faktoren und Stücke 
demselben Systeme n-ter Stufe angehören, die multiplikative 
Beziehung noch fortbesteht.^ 

Denn es sei a . b (p «-j- q) dies Produkt, in welchem die (n -f- 1) 

Strecken a , b , . . . . p , q demselben Systeme n-ter Stufe angehören 
sollen. Zuerst wollen wir annehmen, dass ein Stück des letzten Fak- 
tors nebst den sämmtlichen übrigen Faktoren n unabhängige Strecken 
darstellen , d. h. dass sie nicht einem System niederer Stufe (als der 
n-ten) angehören sollen. Also dies Stück des letzten Faktors sei p 
angenommen, so muss nach § 20 sich q als eine Summe von Stücken 
darstellen lassen, welche jenen Strecken gleichartig sind, also 

q— *i + tf + 4-Pi 

gesetzt werden können, wenn CH > b^ , . . . . p] beziehlich den Strecken 

a , b , . . . p gleichartig sind. Dann hat man, da a| , b^ , . . . , als den 

übrigen Faktoren des Produktes a . b . . . (p ~f- q) gleichartig, in dem 

letzten weggelassen werden können, 

a-b (p + q) — a.l> (P + Pi) 

Tind dies ist nach § 32, da p und p^ gleichartig sind, 

««a.b p-|-a.b pi; 

oder da man in dem letzteren Produkte wieder dem Faktor pi die 

Summanden ai -|- bi --{-•• .hinzufügen, also statt p^ wieder q setzen 

kann, so hat man 

a.b (p-f-q)=*a.b p-(-a.b q. 

Die Gültigkeit dieser Gleichung ist zunächst nur bewiesen für den 
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Fall, dass a, b , . . . und eine der Strecken p oder q von einander un- 
abhängig sind, Bind hingegen a , b , . . . . von einander abhängig oder 
diese zwar unabhängig , aber beide Strecken p und q, also auch ihre 
Summe von ihnen abhängig, so werden beide Seiten jener Gleichung 
null , weil die Produkte abhängiger Strecken null sind ; also besteht 
auch für diesen Fall jeae Gleichung ; also besteht sie allgemein , so 
lange in jenem Produkte von n Faktoren die sämmtlichen Strecken 
demselben Systeme n-ter Stufe angehören. Da aber nur in diesem 
Falle die Glieder der rechten Seite gleichartig sind, und bei höheren 
Stufen der Begriff der Addition nur für gleichartige Summanden fest- 
gesetzt ist , so haben wir die multiplikative Beziehung unserer Yer- 
knüpfungsweise zur Addition , so weit diese begrifflich bestimmt ist, 
vollständig dargethan ; und es werden also alle Gesetze dieser Be- 
ziehung (s. § 10.) hier gelten. Sollte sich späterhin ein erweiterter 
Begriff der Addition ergeben, so wttrde eine solche Veiiaiüpfnng nicht 
eher als Addition festgestellt sein, als bii^ auch ihre additive Be- 
ziehung zu der bisher dargelegten Multiplikation nachgewiesen ist. 
— Ich habe schon oben (§ 84.) festgesetzt, dass wir das Produkt, za 
dem wir hier gelangt sind, ein äusseres nennen, indem wir mit 
dieser Beneimung andeuten wollen, dass diese Art des Produktes nur, 
sofern die Faktoren auseinander treten , und das Produkt eine neue 
Ausdehnung darstellt , einen geltenden Werth hat , hingegen , -wean. 
die Faktoren in eiaander bleiben, gleich null gesetzt war*) • Die 
Eesultate der Entwickelung könn^i wir in folgendem Satze zu- 
sammenfassen : 

„Wenn man unter dem äusseren Produkte von n Strecken die- 
jenige Ausdehnungsgrösse n-ter Stufe versteht, welche erzeugt 
wird, wenn jedes Element der ersten Strecke die zweite erzeugt,, 
jedes so erzeugte Element die dritte u. s. f., und zwar so , das» 
jede Ausdehnungsgrösse n-ter Stufe als ein den Übrigen gleich- 
artiger Theil des Systems n-ter Stufe aufgefasst wird , dem sie 
angehört : so gelten für dasselbe , sofern Produkte aus n Fak- 
toren nur innerhalb desselben Systemes n-ter Stufe betrachtet 
werden , alle Gesetze, welche die Beziehung der Multiplikation 



*) Wie diesem Knsseren Produkt ein inneres gegenüberstehe, habe ich 
in der Vorvede angedeutet. 
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zur Addition und Subtraktion auBdrttcken , und auBserdem das 

Gesetz, dass die einfachen Faktoren nur mit Zeichenweehsel 

vertauschbar sind." 

§ 37. Wir haben nun hier den Zusammenhang der Multipli- 
kation mit dem bisherigen Begriff der Addition vollständig dar- 
gelegt, und gehen daher zu den Anwendungen Über. Die Anwendung 
aof <li^ Geometrie haben wir der Hauptsache nach in § 28 — 30 vor- 
weggenommen. Wir haben jedoch noch die jetzt eingeführten Be- 
nennungen und Bezeichnungen auf jene Darstellung zu übertragen. 
Es erscheint danach nun der Flächenraum des Spathecks (Parallelo- 
gramms) als äusseres Produkt zweier Strecken, wenn man nämlich 
zugleich die Ebene mit festhält, welcher dasselbe angehört, und 
ebenso der Körperraum des Spathes (Paralellelepipedons) als äusseres 
Produkt dreier Strecken , ohne dass man hier nöthig hat , eine Be^ 
«timmung hinzuzufügen, da der Kaum stets ein und derselbe ist. 
Jene zwei Strecken bildeten dann die Seiten des Spathecks, und diese 
drei die Kanten des Spathes, und zwar nahmen wir dort die Strecke, 
durch deren Bewegung das Spatheck entstand, als ersten, die die Be- 
w^^ung messende als zweiten Faktor an, und setzten zwei Spathecke 
als gleich bezeichnet , wenn der zweite Faktor vom ersten aus be- 
trachtet nach derselben Seite hin liegt, wenn nach entgegengesetzter, 
sÜB entgegengesetzt bezeichnet. Hierin liegt schon das Gesetz , dass 

a.b= — b.a 
ist ; denn wenn b von a aus betrachtet nach links liegt, so muss a von 
b aas betrachtet nach rechts hin liegen und umgekehrt. Allein um 
diesem Vertauschungsgesetz, was die hier angestellte Multiplikation 
auf eine so aufiallende Weise von der gewöhnlichen ausscheidet, eine 
noch anschaulichere Basis zu geben, will ich auch jenes allgemeinere 
Zeichengesetz, von dem dieses eine specielle Folgerung enthält, auf 
geometrische Weise ableiten. Zuerst ist aus dem Begriff des Negar 
tiven klar, dass, wenn Grundseite und Höhenseite*) eines Spathecks 
gleiche Bichtnngen**) beibehalten, auch der Flächenraum gleich- 
bezeichnet bleibt, wie sich im Uebrigen auch jene Seiten vergrössem 



*) Diesen Namen gebranche ich in Ermangelung eines bessern, nm die 
der Grandseite anliegende (den zweiten Faktor) zu bezeichnen. 

**) Entgegengesetzte Richtungen werden natürlich nicht als gleiche 
gerechnet. 
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oder verkleinern mögen. Wenn femer der Endpunkt der Höhenseite 
in einer mit der Grtindseite , oder der Endpunkt der Grundseite in 
einer mit der Höhenseite parallelen Linie fortrückt, während die 
jedesmalige andere Seite dieselbe bleibt , so bleibt der FlKcheninhalt 
des Spathecks gleich, also auch gleichbezeichnet. Von diesen beiden 
Voraussetzungen gehen wir aus , um die geometrische Begründung 
des allgemeinen Zeichengesetzes zu liefern. Zimächst ist klar, d^tas 
bei den angegebenen Veränderungen die Höhenseite von der Qrund- 
Seite aus betrachtet stets nach derselben Seite hin liegend bleibt, d.h. 
wenn man zuerst in der Eichtung der Grundseite , und dann in der 
der Höhenseite fortschreitet, so muss man in dem auf jene Weise ver- 
änderten Spatheck nach derselben Seite hin abbiegen, wie in dem ur- 
sprünglichen. Da man nun durch jene Veränderungen, bei welchen 
das Zeichen sich nicht ändert, die Höhenseite sowohl, als nachher die 
Grundseite in jede beliebige Lage bringen kann (nur dass sie beide 
nicht zusammenfallen dürfen) , dabei aber immer die Höhenseite von 
der Grundseite aus betrachtet nach derselben Seite hin liegend bleibt, 
und man endlich auch dieselben, wenn man ihre Kichtungen festhält, 
beliebig vergrössem und verkleinern kann , ohne dass sich das Vor- 
zeichen ändert , so folgt daraus , dass alle Spathecke , deren Höhen- 
seiten von der Grundseite aus betrachtet nach derselben Seite hin 
liegen , auch gleich bezeichnet sein müssen. Dass nun umgekehrt 
diejenigen Spathecke , in welchen die Höhenseiten von den Grund- 
seiten aus betrachtet nach entgegengesetzten Seiten liegen, auch ent- 
gegengesetzt bezeichnete Flächenräume darstellen, folgt sogleich 
nach dem so eben erwiesenen, wenn es nur für irgend zwei bewiesen 
ist ; für a . b und a . ( — b) ergiebt sich dies aber sogleich aus dem 
Begriff des negativen. Somit ist jenes allgemeine Zeichengesetz 
auch auf rein geometrischem Wege vollständig erwiesen. Für 
Spathe würden wir auf ganz entsprechende Weise, wenn wir 
hier die erste , zweite lud dritte Kante unterscheiden , das Gesetz 
aufstellen können : 

„Die Körperräume zweier Spathe sind gleich oder entgegeu'- 
gesetzt bezeichnet, je nachdem (um es in einem Bilde aus- 
zudrücken) , wenn man den Körper in die Bichtung der ersten 
Kante gestellt denkt (die Füsse nach deren Anfangspunkt zu, 
den Kopf nach dem Endpunkt), man, um von der Bichtung i&t 



§38 ^^^ Spatheek in ein ihm gleiches za yerwandeln. Q$, 

zweiten Kante in die der dritten überzugehen , nach derselben^ 
oder nach verschiedenen Seiten abbiegen muss.^ 
§ 38. Um hiervon noch eine anschaulichere Idee zu gebeii» 
wollen wir die Aufgabe steUen : 

„Ein Spatheck in ein ihm gleiches (und gleich bezeichnetes) zu 
verwandeln , dessen Grundseite (in derselben Ebene) gegebes. 
ist, aber der des gegebenen Spathecks nicht parallel ist." 
Es sei aß die Grundseite, ay die Höhenseite des gegebenen Spath- 
ecks, aS die Grundseite des gesuchten (vergl. Fig. 11.). 

Man ziehe von er die Parallele mit ß6, von y ^^ ^ß i "Q^^ 
nenne den Durchschnitt beider e: so ist a€ die Höhenseite eines 
solchen Spathecks , welches der Aufgabe Genüge leistet. Denn es. 
ist 

[aß] . [ay] - [aß] . [««], 

weil y€ mit aß parallel ist, und 

[aß] . [ae] = [ad] . [ae], 
weil ßS parallel ae ist. Also auch in der That 

[ag] . [as] = [aß] . [ay]. 
Wollte man die gesammte Schaar der Spathecke haben, welche der 
Aufgabe genügen , so hätte man noch von € mit ad die Parallele zu 
ziehen, und den Punkt € in dieser Parallelen veränderlich zu setzen. 
— Wendet man diese Auflösung auf den Fall an , dass die Grund- 
seite des gesuchten Parallelogramms der Höhenseite des gegeben^! 
identisch ist, so gelangt man durch reine Konstruktion zu derFormd 

a . b = — b . a. 
In der That föllt dann d auf y (vergl. Fig. 11 , b) , und zieht man 
dann von s die Parallele mit ad, welche aß in «i schneide, so über^ 
zeugt man sich leicht, dass 

[ae,] = [ßa] = - [aß] 
ist, und die obige Auflösung ergab 

[aß] . [ay] = [ay] , [ae] = [ay] . [««j] ; 
also statt atf|, seinen Werth — [aß] gesetzt, und das negative Zeichen 
dem ganzen Produkte beigelegt, 

[aß].[ay] = [ay]. — [aß]^ 

[ay]. [«/?]. 

Da man sich dies Gesetz des Zeichenwechsels bei der Vertauschung 
der Faktoren eines äusseren Produktes nicht fest genug einprägen. 
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luum, indem es den gewöhnliehen Vorstellungen zu widerstreiten 
scheint , so will ich noch auf eine Analogie hindeuten , welche aber 
hier nur als Abschweifung aufgefasst sein will. Nämlich den 
Flächeninhalt eines Spathecks a . b kann man , wenn der von a und 
b eing^eschlossene Winkel mit (ab) und die Längen der Strecken a 
und b mit a und b bezeichnet werden, ausdrücken durch die 
Formel : 

a . b e» a b sin (ab), und 

b . a s^ b a sin (ba), 

wo das Produkt der Längen das gewöhnliche , also a b »= b a ist. 
Da nun die Winkel (ab) und (ba) entgegengesetzt sind, und die 
vSinusse entgegengesetzter Winkel gleichfalls entgegengesetzt sind, 
so ist 

sin (ab) == — sin (ba), 

und also auch hiernach 

a . b ™= —*- b . a. 

§ 39. Mit der hier gegebenen Entwickelung steht nun die 
Darstellung des Bechtecks durch das Produkt seiner Seitenlangen 
nicht im Widerspruch, sobald man nur die blossen Seitenlängen, 
in irgend einem gemeinschaftliehen Maass gemessen, als Faktoren 
dieses Produktes festhält , und nur meint , dass der absolute (vom 
Zeichen unabhängige) Flächenraum des Bechtecks so oft das Qua- 
drat dieses Maasses enthalten solle, als das Produkt jener Zahlen 
beträgt. Will man aber damit noch mehr ausdrücken, und nament- 
lich behaupten, dass der Flächenraum jenes Bechtecks an sich, 
d. h. auch seinem Zeichen nach, dem Produkt jener Seiten gleich- 
gesetzt werden könne , so steht dies , wenn man eben fär das Pro- 
dukt noch die Eigenthümlichkeit des algebraischen Produktes fest- 
halten will (wie bisher immer geschehen ist), mit den so eben 
erwiesenen Wahrheiten in offenbarem Widerspruch. Es erscheint 
vielmehr das Parallelogramm (also auch das Bechteck) noth- 
wendiger Weise als ein solches Produkt seiner Seiten , in welchem 
die Vertauschung seiner Faktoren nur mit Zeichenwechsel stattfinden 
könne. Wie leicht übrigens diese Auffassung über bedeutende 
Schwierigkeiten, unter welchen sich selbst die ausgezeichnetsten 
Mathematiker bisweilen verwirrt haben, hinweghilft, wird sich durch 
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folgendes Beispiel zeigen.* LaGrange führt in seiner mSc. anal. *) 
einen Satz von Varignon an, dessen er sich zur Verknüpfung der 
verschiedenen Principien der Statik bedient, und welcher nach ihm 
darin besteht: „dass, wenn man von irgend einem in der Ebene 
eines Parallelogramms genommenen Punkte Perpendikel fällt auf 
die Diagonale und auf die beiden Seiten, welche diese Diagonale 
einfassen (comprennent), das Produkt der Diagonale in ihre Perpen- 
dikel gleich ist der Summe der Produkte beider Seiten in ihre 
beziehlichen Perpendikel, wenn der Punkt ausserhalb des Parallele- 
gramms (hors du parallelogramme) fällt, oder ihrem Unter- 
schiede, wenn er innerhalb des Parallelogramms fällt. ^ Dieser 
Satz ist, wie sich sogleich zeigen wird, unrichtig, indem das erstere 
nicht stattfindet, wenn der Punkt ausserhalb des Parallelogramms 
fällt, sondern wenn er ausserhalb der beiden Winkelräume fällt, 
welche der von jenen beiden Seiten eingeschlossene Winkel und 
sein Scheitelwinkel bilden , hingegen das letztere , wenn innerhalb. 
Es versteht sich von selbst, dass das Produkt dabei im gewöhn- 
lichen, algebraischen Sinne genommen ist. Betrachtet man nun 
aber jene Produkte näher , so stellen sie in der That die Flächen- 
räimie der Parallelogramme, welche jene beiden Seiten und die 
Diagonale zu Grundseiten haben , imd deren der Grundseite gegen- 
überliegenden Seiten durch den angenommenen Punkt gehen , ihrem 
absoluten Werthe nach, d. h. unabhängig vom Zeichen, dar. Hält 
man hingegen das Zeichen dieser Flächenräume fest, so gilt der 
Satz ohne Unterscheidung der einzelnen Fälle sogleich allgemein, 
indem der Flächenraum, der die Diagonale zur Grundseite hat, 
stets die Summe ist der Flächenräume, die die beiden andern 
Seiten zu Grundseiten haben ; und zwar ist der Beweis dieses Satzes 
nach unserer Analyse auf der Stelle gegeben. Denn ist aS die 
Diagonale des Parallelogramms, und sind aß lud ay die beiden 
sie einschliessenden Seiten, € endlich der willkührliche Punkt, 
80 ist 

weil nämlich [ßd] = [ay] ist, und also nach dem einfachsten Multi- 
plikationsgesetz 



*) F. 14 der neuen Ausgabe. 
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[ccd] . [ae] «= [aß] . [ae] + [ay] . [ae], 
was zu erweisen war. Will man dann den Satz für absolute Flächen- 
ränme aussprechen , so hat man nur die Fälle zu unterscheiden , wo 
der Punkt € von jenen beiden Seiten des Parallelogramms aus be- 
trachtet nach derselben, und wo nach verschiedenen Seiten hin liegt, 
woraus sich dann leicht der Satz in der oben gegebenen verbesserten 
Form ergiebt. 

§ 40. Ich will die Anwendungen auf die Geometrie nun mit 
der Lösung der obigen Aufgabe (§ 38) für den dort nicht mit auf- 
genommenen Fall schliessen, nämlich ein Spatheck in ein ihm 
gleiches zu verwandeln, dessen Seiten mit «denen des gegebenen 
parallel sind, aber dessen eine Seite zugleich ihrer Länge nach 
gegeben ist. Ich wähle den Weg, wie ihn unsere Analyse dar- 
bietet. Es sei a . b das gegebene Spatheck , a^ die mit a parallele 
Seite des gesuchten und b| die gesuchte mit b parallele Seite desselben, 
für welche die Gleichung 

a . b = a| . b|^ 
bestehen soll, oder da a| . b^ «s: — bi . a^ ist, 

a . b -|- b| . ai = 0. 
Da man dem Faktor a das Stttck b^, dem Faktor b| das Stück a hin- 
zufägen kann, weil diese Stücke mit dem jedesmaligen andern Faktor 
gleichartig sind, also ihre Hinzufngung das Produkt nicht ändert, so 
hat man 

(a -j- hj ) . b -|- (a -f" 'Ji ) • *i "=" ö> 
oder 

(a + bt).(at + b) = 0, 
d. h, (a-f-bj) und (ai-|-b) müssen parallel sein. Hierin nun 
liegt die folgende Konstruktion und deren Beweis; nämlich wenn 
a 5= [«/?], b = [ay] ist (vergl. Fig. 11, c) , und aj=[arf], wo 
a , ß, d in Einer geraden Linie liegen , so mache man ie gleich 
lang und parallel mit ay^ also [as] gleich (a^ -j- b), ziehe von ß die 
Parallele mit ay, welche a€ ia ^ schneide, so ist [ß^] die ge- 
suchte Strecke bj *). 



*) Es versteht sich von selbst, dass man diese Aufgabe anch lösen kann 
darch zweimalige Anwendung der in § 38 gegebenen Auflösung, indem man 
eine nicht parallele Grundseite zu Hülfe nimmt. 
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§ 41. In der Statik und Mechanik wird der Begriff des 
äusseren Produktes repräsentirt durch den Begriff des Momentes. 
In der That, können wir das Moment einer Elraft in Bezug auf einen 
Punkt definiren als äusseres Produkt, dessen erster Faktor die 
Strecke ist, welche von jenem Punkte (dem Beziehungspunkte) nach 
einem Punkte der geraden Linie , in welcher die Kraft wirkt , ge- 
zogen ist, und dessen zweiter Faktor die Strecke ist, welche die 
Kraft darstellt. Ist also q der Beziehungspunkt , a der Angriffs- 
punkt, d. h. der Punkt, welcher von der Kraft getrieben wird, p die 
Strecke, welche die Kjraft darstellt, so ist das Moment 

wobei nach den Gesetzen der äusseren Multiplikation einleuchtet, 
dass es ftir das Eesultat gleichgültig ist, welchen Punkt ia der 
Wirkungslinie der £a*af t man statt a einfcihren mag ; denn es sei ß 
ein anderer Punkt dieser Linie, also [aß] gleichartig mit p, sa 
hat man 

weil das Stück [ccß], als dem zweiten Faktor gleichartig, nach 
§ 35 weggelassen werden darf. Und eben so ist unter dem Mo- 
mente einer Kraft , in Bezug auf eine Axe q <t das äussere Produkt 
aas 3 Faktoren verstanden, dessen erster Faktor die als Strecke 
genommene Axe, dessen zweiter Faktor die Strecke von irgend 
einem Punkt der Axe nach irgend einem Punkt in der Wirkung^- 
linie der Kraft und dessen dritter Faktor die Ejraft ist, also 

[^(T].[(rfl3.p, 
oder auch es ist das Produkt der als Strecke genommenen Axe im 
das auf irgend einen Punkt der Axe bezügliche Moment der Krait» 
wobei wieder, aus denselben Gründen wie vorher, gleichgültig ist„ 
welche Punkte man in jenen Linden auswählt. £s erscheint also 
das Moment einer Kraft in Bezug auf einen Punkt als Fläehenraom 
eines Spathecks, in Bezug auf eine Axe als Körperraum eineA 
Spathes, und dabei haben überall zwei Kräfte,, welche als Streekea 
gleich sind , nur dann gleiche Momente , wenn sie audli in der-* 
selben geraden Linie wirken. Ferner verstehea wir imter dem Ger 
Bammtmoment mehrerer Kräfte , welche in derselben Ebene liegen, 
in Bezug auf einen Punkt der Fbene die Summe aller auf jenen 

Punkt bezüglichen Momente derselben, und ebenso unter dem 

5* 
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Gesammtmoment mehrerer Kräfte in Be2sug auf eine Axe die 
Summe aller auf diese Axe bezügliclien Momente. Da Kraft und 
Bewegung nacli § 25 und 26 durch dieselbe Strecke dargestellt 
werden, indem die Kraft eben nur die der Bewegung supponirte, 
und also ihr gleich zu setzende Ursache ist, so ist schon ohne 
weiteres klar, was unter dem Moment der Bewegung und unter 
dem Gesammtmoment mehrerer Bewegungen verstanden ist; doch 
erinnern wir hier noch einmal daran, dass die Bewegung (nach § 26) 
nur für die Masseneinheit der Geschwindigkeit gleich gesetzt werden 
könne, und dass gleiche Bewegungen nur dann gleiche Momente 
haben, wenn sie in derselben geraden Linie fortschreiten. — 
Wie leicht sich nun vermittelst unserer Analyse hieraus alle all- 
gemeinen Gesetze der Statik und Mechanik , welche sich aufs Mo- 
ment beziehen, ableiten lassen, wird die folgende Entwickelung 
zur Genüge zeigen. Ich bemerke nur noch vorläufig , dass wir im 
zweiten Abschnitte dieses Theils*) einen noch einfacheren Aus- 
druck des Momentes und in dem nächsten Kapitel (§ 57) eine Ver- 
allgemeinerung des Begriffs des Gesammtmomentes kennen lernen 
werden. 

§ 42. Die Hauptsache bei der Anwendung des Begriffs des 
Momentes ist, dass das Gesammtmoment aller inneren Kräfte in 
Bezug auf jede beliebige Axe, und in Bezug auf jeden Punkt gleich 
null ist; doch können wir das letztere hier nur beweisen, wenn 
alles in derselben Ebene liegt**). Man versteht nämlich unter 
inneren Kräften bekanntlich solche , welche sich paarweise in der 
Art entsprechen , dass die Kräfte jedes Paares in derselben geraden 
Linie wirken und einander entgegengesetzt gleich sind; und wir 
können sogleich zeigen , dass die Momente jedes solchen Paares in 
Bezug auf jeden Punkt und jede Axe zusammen null sind. In der 
That, betrachtet man z. B. in Bezug auf eine Axe jene beiden Mo- 
mente, welche nach dem Früheren äussere Produkte aus drei Fak- 
toren sind , so sind die beiden ersten Faktoren in beiden Produkten 
vollkommen gleich , der erste Faktor als die gemeinschaftliche Axe 
darstellend, der zweite als Verbindungsstrecke zwischen denselben 



*) § 116. 
**) Der Beweis für den allgemeinen Fall folgt in § 57. 
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Linien; der dritte aber, welcher die Kraft darstellt, ist entgegen- 
gesetzt gleich; folglich sind auch beide Momente einander ent- 
gegengetzt gleich, also ihre Summe null. Da nun das Gesammt- 
moment jedes einzelnen Paares der inneren Kräfte null ist, so ist 
auch das aller Paare , d. h. aller inneren Kräfte null. Auf ganz 
entsprechende Weise, wie wir dies in Bezug auf eine Axe dargethan 
haben , ergiebt es sich auch in Bezug auf einen Punkt , wenn alles in 
derselben Ebene liegt , weshalb wir uns dieses Beweises entschlagen 
dürfen. 

§ 43. Da nun die einem Punkte mitgetheHte Bewegung stets 
gleich ist der ihm mitgetheilten Kraft , so wird auch das Gesammt- 
moment der einem Punktvereine innerhalb eines Zeitraums mitger 
theilten Bewegungen gleich dem Gesammtmoment der ihm während 
dieser Zeit mitgetheilten Kräfte sein^ und da das der inneren Kräfte 
null ist, gleich dem Gesammtmomente der jenem Punktyerein von 
aussen mitgetheilten Kräfte, und zwar in Bezug auf jede beliebige 
Axe, und, wenn die Kräfte in derselben Ebene liegen, auch in Be- 
zug auf jeden Punkt derselben. Dies Gesetz , was hier in einer 
80. einfachen Form erscheint, ist von der grössten Allgemeinheit 
und überall aufs leichteste anwendbar. Soll z. B. Gleichgewicht 
stattfinden; so müssen die mitgetheilten Bewegungen alle null 
sein, also auch deren Gesammtmoment, imd man hat also für's 
Gleichgewicht die Bedingung, dass das Gesammtmoment der von 
aussen mitgetheilten Kräfte in Bezug auf jede Axe null sein muss ; 
80 auch namentlich bei festen Körpern, bei welchen die Kräfte, 
die den festen Zustand erhalten , als innere erscheinen. Ist aber 
der feste Körper in einem Punkt oder in einer Linie befestigt , um 
welche er sich frei schwenkt , so ist die Kraft , durch welche jener 
Punkt oder jene Linie desselben in ihrer festen Lage erhalten wird, 
eine äussere, die aber nur als Widerstand leistende aufgefasst 
imd daher zunächst als unbekannte gesetzt wird. Man hat daher, 
um die Bedingungsgleichung des Gleichgewichts zu finden, jene 
unbekannte Kraft herauszuschaffen. Dies geschieht vermittelst 
unserer Analyse aufs leichteste. Ist nämlich a der feste Punkt, 
X die Widerstand leistende Kraft, welche diesen Punkt fest hält, 
80 muss man die Axe (qC) , in Bezug auf welche man die Moment- 
gleichung nimmt, so wählen, dass das Moment der Kraft x ver- 
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flchwindet, d. h. [qo] . [aa] . x ==» wird, für jeden beliebigen WerA 
von X, d. h. es moss [qo] . [tfa] «« sein, oder die Axe Q(T mnas 
durch den Ponkt ^ gehen. Somit haben wir dann als Bedingung, 
unter welcher nnr G-leichgewicht stattfinden kann, dass das Ge- 
sammtmoment der von aussen wirkenden Kräfte in Bezug auf jede 
durch den befestigten Punkt gehende Axe null sein muss. Soll eine 
Axe des Körpers befestigt sein, so kann man zwei befestigte Punkte 
annehmen , also zwei Widerstand leistende Kräfte , welche heraus- 
fallen , wenn die Axe , in Bezug auf welche die Moment-Gleichung 
genommen wird, durch jene beiden Punkte zugleich gelegt wird; 
also hat man dann als Bedingung , unter welcher nur Gleichgewicht 
stattfinden kann, dass das Gesammtmoment der von aussen wirkenden 
Kräfte in Bezug auf die befestigte Axe null sein muss. 

§ 44. Wir haben in dem Begriff des Moments zugleich eine 
schöne Bestätigung des Gesetzes, dass innerhalb derselben Ebene 
das äussere Produkt zweier Strecken sein Zeichen so lange bei- 
behält , als der zweite Faktor vom ersten aus betrachtet nach der- 
selben Seite hin liegt, im entgegengesetzten Falle aber sein Zeichen 
ändert. Denn betrachtet man Kräfte in einer Ebene , welche um 
einen Punkt drehbar gedacht wird , so werden die Kräfte sich dann 
verstärken, wenn sie, vom Drehungspimkte aus betrachtet, nach 
derselben Seite hin gerichtet sind, hingegen sich ganz oder theil- 
weise aufheben , wenn nach entgegengesetzter ; so dass in der That 
durch den Begriff des Momentes, nach welchem die Natur selbst 
verfahrt , jener Begriff des äusseren Produktes gerechtfertigt wird. 
Ich glaube nun, dass das Anfangs auffallende Zeichengesetz durch 
die ganze Reihe der Betrachtungen , wie wir sie in den verschieden- 
artigsten Beziehungen angestellt haben , das Auffallende ganz ver- 
loren hat, und vielmehr jetzt nicht nur als das begrifflich noth- 
wendige, sondern auch als das durch die Natur selbst gerechtfertigte 
und in ihr sich überall bewährende erscheint. 

§ 45. Dass nun die äussere Multiplikation, da sie den Begriff 
des Verschiedenartigen wesentlich voraussetzt , auf die Zahlenlehre 
keine so unmittelbare Anwendung findet, wie auf die Geometrie und 
Mechanik, darf uns freilich nicht wundem, indem die Zahlen ihrem 
Inhalte nach als gleichartige erscheinen. Aber desto interessanter 
ist es , zu bemerken , wie in der Algebra , sobald an der Zahl noch 
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die Art ihrer Verknüpfung mit andern Grössen festgehalten, und in 
dieser Hinsicht die eine als von der andern formell verschiedenartig 
aufgefasst wird, anch die Anwendbarkeit der äusseren Multiplikation 
mit einer so schlagenden Entschiedenheit heranstritt , dass ich wohl 
behaupten darf, es werde durch diese Anwendung auch die Algebra 
eine wesentlich veränderte Grestalt gewinnen. Um hiervon eine Idee 
zu geben , will ich n Gleichungen ersten Grades mit n Unbekannten 
setzen, von der Form 

ai xi -f- aa xj -f- + a^ Xn = ao 

bj xi -|- l>a ^a + -f-hn Xn = bo 



81 X^ -|- Sa Xj -f- + Sn Xn = So, 

wo Xi Xn die Unbekannten seien. Hier können wir die Zahlen- 

koefficienten , welche verschiedenen Gleichungen angehören , sofern 
wir diese Verschiedenheit an ihrem Begriff noch festhalten , als ver- 
schiedenartig ansehen , und zwar alle als an sich verschiedenartig, 
d. h. als unabhängig in dem Sinne unserer Wissenschaft , die einer 
xmd derselben Gleichung als unter sich in derselben Beziehung 
gleichartig. Addiren wir nun in diesem Sinne alle n Gleichungen 
und bezeichnen die Summe des Verschiedenartigen in dem Sinne 
unserer Wissenschaft mit dem Verknttpfungszeichen -|-) indem die 
gleichen Stellen in den so gebildeten Summenausdrücken immer dem 

Gleichartigen zukommen sollen, so erhalten wir 

... .... .•• 

(»1 + ^1 + • ••+ 81 ) 3^1 + (»2 + bä + . . + sa)xj -j- . . -j- (a^ + bn 

• • • • • 

-f. . . 4- Sn)xn == (ao-f- bo+ . . . + s«), 

• . * 

oder bezeichnen wir (a^ -(-b| -^ "1" Si) ™it Pi "^^^ entsprechend 

die übrigen Summen, so haben wir 

• • • 

Pl^l + PaXj -|- + PnXn = Po- 

Aus dieser Gleichung, welche die Stelle jener n Gleichungen ver- 
tritt , lässt sich nun auf der Stelle jede der Unbekannten , z. B. X| 
finden, wenn wir die beiden Seiten mit dem äusseren Produkte 
aus den Koefßcienten der übrigen Unbekannten äusserlich multi- 

pliciren , also hier mit Ps . Ps Pn* l^a nämlich , wenn man die 

Glieder der linken Seite einzeln multiplicirt , nach dem Begriff des 
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äusseren Produktes (§ 31) alle Produkte wegfallen, welche zwei 
gleiche Faktoren enthalten, so erhält man 

Pj • Pa • P8 • • • • Pn^i = Po • Pi • P8 • • • • Pn* 

Also da beide Produkte, als demselben System n-ter Stufe angehörig 
einander gleichartig sind, so hat man 

Po • Ps • Ps • • • • Pn »\ 

Pl -PiPS Pn 

Also jede Unbekannte ist einem Bruche gleich , dessen Nenner das 
äussere Produkt der Koefficienten pi . . . pn ist , und dessen Zähler 
man erhält, wenn man in diesem Produkt statt des Koefficienten 
jener Unbekannten die rechte Seite , nämlich po , als Faktor setzt. 
Alle Unbekannten haben also denselben Nenner , und werden unbe- 
bestimmt oder unendlich, wenn dieser Nenner null wird, d. h. 

Pi-Pa Pn=0 

ist. 

§ 46. Dass jene Ausdrücke für x^ .... Xn» nicht etwa blosse 
Sechnungsformen darstellen, sondern die vollkommenen Lösungen 
der gegebenen Gleichungen enthalten, wird noch deutlicher erhellen, 
wenn wir für irgend eine bestimmte Anzahl von Gleichungen statt 
pi etc. ihre Werthe substituiren. Man hat für drei Gleichungen 

.N ^ _ Po»Pa »P3 

i; Xj , 

Pl -Pa-Ps 

wo 

. • • • 

Po = (ao + l>o + Co), Pl = (ai + W + Ci), etc. 
ist, imd zwar a^ gleichartig ist mit a^ u. s. w. Substituiren wir 
diese Ausdrücke in obiger Gleichung, multipliciren durch, indem 
wir die Produkte der gleichartigen Grössen, da sie null werden, 
auslassen, und ordnen entsprechend mit Beobachtung des für äussere 
Produkte festgestellten Zeichengesetzes , so haben wir sogleich , wie 
man bei geringer Uebung ohne weiteres aus obiger Formel ablesen 
kann, 
. -— ftot>aC3 — aobaCg-f^aabgCo — a^ bo C3 -{- as bo c^ — agbaCp 
a^ b^ C3 — % bs Cg -j- 8.3 bs Ci — a^ b^ C3 -j- as b^ c^ — as b^ c^ 
worin wir, da alles entsprechend geordnet ist, wieder die gewöhnliche 



*) Die Gesetze der äusseren Multiplikation and Division lassen übrigens 
kein Heben im Zähler and Nenner zu, vergl. Kapitel lY. 
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Multiplikationsbezeichnung einfuhren konnten. Dies ist die bekannte 
Formel, durch welche aus drei Gleichungen mit drei Unbekannten 
eine derselben bestimmt wird , und es zeigt sich , wie dieselbe voll- 
kommen in der so sehr viel einfacheren Formel 1) enthalten ist. 

Wir haben hier, um sogleich die Anwendbarkeit unserer Ana- 
lyse auch an einem Beispiele, welches nicht mehr auf die drei Dimen- 
sionen beschränkt ist, darzuthun, etwas vorgegriffen, indem der Be- 
griff der Zahl und der Division , den wir hier anwandten , erst den 
Gegenstand des vierten Kapitels ausmachen werden ; wir werden je- 
doch späterhin noch einmal auf diesen Gegenstand der Anwendung 
zurückkommen , und dort das Verfahren auch ausdehnen auf Glei- 
chungen höherer Grade. 



Drittes Kapitel. 

Verknüpfung derAusdehnungsgrössen höhere r 

• Stufen. 

§ 47. Durch die äussere Multiplikation sind höhere Ausdeh- 
nungsgrössen entstanden, die Verknüpfungen derselben haben wir 
bisher nur betrachtet, sofern gleichartige Ausdehnungsgrössen addirt 
werden sollten, indem die Addition sich hier auf den allgemeinen Be- 
griff des Zusammendenkens gründete, welcher überhaupt die Addition 
des Gleichartigen (wenn dasselbe gleich bezeichnet ist) charakterisirt. 
Vermöge dieses Begriffs hatten wir die im vorigen Kapitel darge- 
legten Gesetze entwickelt. Das Grundgesetz der Multiplikation, dass 
man statt des zerstückten Faktors seine Stücke einzeln einfähren, und 
die so gebildeten Produkte addiren dürfe, fand daher seine Beschrän- 
kung darin, dass die dadurch entstehenden Produkte, um sie nach den 
bisherigen Begriffen addiren zu können, gleichartig sein mussten. 
TJm diese Beschränkung aufzuheben, werden wir daher den Begriff 
der Addition für höhere Ausdehnimgsgrössen erweitem müssen. Der 
80 erweiterte Begriff muss von der Art sein, dass er erstens bei gleich- 
artigen Ausdehnungsgrössen in den gewöhnlichen umschlägt, und dass 
für ihn die Grundbeziehung der Addition zur Multiplikation gilt. 



74 Verknüpfung höherer Aasdehnungen. § 48 

l^atürlich muss dann für dieselbe die Geltung der Additionsgesetze 
nachgewiesen werden, ehe jene Verknüpfung als Addition fixirt 
werden kann. Somit ist klar, dass, wenn es überhaupt eine Addition 
ungleichartiger Ausdehntingsgrössen höherer Stufen giebt, das Gesetz 
Gestehen muss 

A.b + A.c = A.(b-f c), 
wo b und c Strecken vorstellen. Nennen wir schon vorläufig diese 
Verknüpfung eine Addition, um einen bequemeren Wortausdruck zu 
Laben, so würden wir die Definition aufstellen können: 

Zwei äussere Produkte n-ter Stufe , welche einen gemeinschaft- 
lichen Faktor (n — 1) ter Stufe haben, addirt man, indem man 
die ungleichen Faktoren addirt, und dieser Summe den gemein- 
schaftlichen Faktor auf dieselbe Weise hinzufügt , wie er den 
Stücken hinzugefügt war. 

§.48. Dieser formellen Definition müssen wir zuerst dadurch 
«ine anschaulichere Bedeutung geben, dass wir untersuchen, wie weit 
«ie reicht, d. h. welche Ausdehnungsgrössen man nach ihr addiren 
kann. £s leuchtet sogleich ein, dass zwei Ausdehnungsgrössen' 
n-ter Stufe nur dann nach dem aufgestellten Begriffe summirbar 
sind, wenn sie demselben Systeme (n -f- 1) ter Stufe angehören; wir 
werden aber zeigen, dass sie alsdann auch immer summirbar sind, 
indem je zwei Ausdehnungsgrössen n-ter Stufe A^ und Ba , welche 
•demselben Systeme (n -|- 1) ter Stufe angehören, sich stets auf einen 
gemeinschaftlichen Faktor (n — 1) ter Stufe bringen lassen. Sind zu- 
•erst An und Bn gleichartig, so leuchtet es unmittelbar ein, indem wenn 
{n — 1) einfache Faktoren von An konstant bleiben, der n-te aber sich 
beliebig durch Fortschreitung oder Rückschreitung verändert, auch das 
Produkt jeden beliebigen mit An gleichartigen Werth, also auch den 
Werth Bn annehmen kann. Hierin liegt zugleich, dass man jede 
Ausdehnung n-ter Stufe auf (n — 1) beliebige Faktoren, welche dem- 
selben System n-ter Stufe angehören und von einander unabhängig 
sind, bringen kann. Sind An und Bq ungleichartig, so sei 

An ^^^ aj[ . a^ an , 

wo a^ .... an Strecken vorstellen , welche von einander unabhängig 
49iBd. Dann muss Bn nothwendig wenigstens Einen Faktor enthal- 
ten, welcher von den sämmtlichen Strecken a^ .... an unabhängig ist ; 
les sei an 4.1 ein solcher Faktor, und also 
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Jjjj = D| . bj . . . . Du — j . An ^j . 

Da in einem System (n -|- 1) ter Btufe nicht mehr als (n -)- 1) von 
einander unabhängige Strecken angenommen werden können, so muss 

jeder von den Faktoren b^ bn _i von jenen Strecken aj . . . . a^ +1 

abhängig sein , d. h. sich als Summe darstellen lassen , deren Stücke 
diesen Strecken gleichartig sind. Denkt man sich nun jeden dieser 
Faktoren bj . . . bn _t als solche Snmme dargestellt, so kann man nun 
in jeder dasjenige Stück , was mit an 4.1 gleichartig ist , weglassen, 
ohne den Werth des Produktes Bn zu ändern (vergl. § 36). Nach 
dieser Weglassung sei das Produkt bf . bg . . . . bn _} übergegangen in 
Cn— 17 so ist also 

Bn ~ Cn —1 . an 4.1. 

Die Faktoren von Cn _i sind nur noch von den Strecken a| . . . . an > 
d. h. von den Faktoren der Ausdehnungsgrösse An abhängig ; oder 
mit andern Worten , sie gehören dem Systeme An an , folglich wird 
sich An nach der im Anfang dieses § angewandten Schlussfolge auf 
den Faktor Cn — 1 bringen lassen , wenn der n-te Faktor willkührlich 
gewählt werden darf; somit lassen sich beide Ausdehnungsgrössen 
An und Bn auf den gemeinschaftlichen Faktor Cn _i bringen, welcher 
von (n — 1) ter Stufe ist oder, wie wir uns auch kürzer ausdrücken, 
beide haben eine Ausdehnungsgrösse (n — 1) ter Stufe gemeinschaft- 
lich. So wird nun die obige Definition so umgewandelt werden 
können : 

„Zwei Ausdehnungsgrössen n-ter Stufe, welche demselben 
System (n -f- 1) ter Stufe angehören , werden ' addirt , indem 
man sie auf einen gemeinschaftlichen Faktor (n — 1) ter Stufe 
bringt, und die Summe der ungleichen Faktoren mit diesem 
gemeinschaftlichen Faktor verknüpft. 

§ 49. Um nun die Geltimg der Additionsgesetze, oder viel- 
mehr zunächst nur die der Grundgesetze nachzuweisen , haben wir 
zuerst die Yertauschbarkeit der Stücke darzuthun. Diese Stücke 
werden sich nach dem vorigen § darstellen lassen in der Form A . b 
und A . c. Nun ist 

A.b + A.c — A.(b + c) — A.(c-+-b) — A.c + A.b, 
also sind die Stücke vertauschbar. Das zweite Gesetz, dessen 
Geltung nachgewiesen werden muss, ist, dass 

(A + B) + C — A + (B + C) 
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sei, auch dann, wenn A, B, C Ausdehnungen n-ter Stufe in demselben 
Systeme (n-j-1) ter Stufe sind, und die Addition den vorher be- 
zeichneten Begriff haben soll. Wir haben zu dem Ende die Frage 
zu beantworten, was drei solche Ausdehnungen gemeinschaftlich haben 
werden. Nun ist schon im vorigen § gezeigt, dass je zwei derselben 
eine Ausdehnung (n — 1) ter Stufe gemeinschaftlich haben mtlssenf 
so z.B. hat B sowohl mit A als mit C eine solche gemeinschaftlich ; 
und da diese beiden Ausdehnimgen (n — l)ter Stufe, nämlich, welche 
B mit A, und welche es mit C gemeinschaftlich hat, demselben 
Systeme B *) , also demselben Systeme n-ter Stufe angehören , so 
haben sie nach demselben Satze des vorigen § eine Ausdehnung 
(n — 2) ter Stufe gemeinschaftlich, und diese ist somit allen 3 Grössen 
A, B, C gemeinschaftlich. Es sei D dieser gemeinschaftliche Faktor 
(n — 2) ter Stufe, so werden sich jene drei Grössen, da überdies je 
zwei eine Ausdehnung (n — 1) ter Stufe gemeinschaftlich haben, auf 
die Formen bringen lassen 

A = D.b.c, B = D.a.c, C«=D.a.bi. 
Nämlich je zwei derselben werden ausser D noch einen gemeinschaft- 
lichen Faktor erster Stufe haben, dessen Grösse aber willkührlich ist. 
Dieser sei zwischen A und B c, zwischen B und C sei er a, und zwar 
sei die Grösse von a so bestimmt , dass B «=» D . a . c sei ; der gemein- 
schaftliche Faktor , auf welchen A imd G gebracht werden können, 
sei ausser D der Faktor b, oder ein mit b gleichartiger b^, und zwar 
seien b und b^ so gewählt, dass 

A s= D . b . c und C ■= D . a . bj 
sei. Nachdem nun A, B, C auf diese Form gebracht sind, zeigt sich, 
dass sich (A -[~ ^) "f" C durch die folgenden Umgestaltungen in 
A -f- (ß -f~ C) verwandeln lässt. Erstens 

(A-fB) + C = (D.b.c-|-D.a.c)-|-D.a.bi. 
Wir haben nun die durch die Klammer angedeutete Summation zu 
vollziehen. Nun lässt sich der Ausdruck D . b . c --|- D . a . c zurück- 
führen auf D . (b -[- a) . c ; man kann nämlich zuerst in beiden Sum- 
manden c auf die vorletzte Stelle bringen, wobei die Vorzeichen sich 
ändern, dann kann man nach der Definition die Summation vor- 



*) Wir benennen das System eben so wie die Ausdehnung, welche 
einen Theil ^;on ihm bildet, weil keine Zweideutigkeit möglich ist. 
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nehmen , und endlich mit derselben Zeichenändenmg den snmmirten 
Faktor wieder auf die alte Stelle bringen und erhält 

(A + B)-f C = D.(b + a).c + D.a.bi. 
CTm nun diese beiden Glieder snmmiren zu kOnnen, hat man nur statt 
D . a . bi zu setzen D . (b -j- a) . bj, was verstattet ist , weil b mit bj 
gleichartig ist, imd man den Faktoren, ohne das Resultat zu ändern, 
Stücke hinzufügen darf, welche den andern Faktoren gleichartig 
sind (§ 34). Führt man dann auf der rechten Seite die Summation 
aus, so hat man 

(A + B) + C = D.(b + a).(c + bi), 
wodurch man die drei Glieder auf eins zurückgeführt hat*). In 
diesem Gliede kann man nun zuerst die Summe b -j- a wieder auf- 
lösen und erhält auf der rechten Seite den Ausdruck 

D . b . (c + bi) + D . a . (c + b^). 
In dem ersten Gliede dieses Ausdrucks kann nun wieder (§ 34) das 
Stück bj weggelassen und das zweite Glied aufgelöst werden, 
dadurch verwandelt sich der ganze Ausdruck in D . b . c -|- (D . a . c 
-|- D . a . bi), d. h. im A -|- (B -f- C) und man hat also in der That 

(A + B) + C = A + (B + C). 
§ 50. Es ist nun noch das dritte Grundgesetz (§ 6) zu er- 
weisen, dass nämlich das Resultat der Subtraktion eindeutig ist , oder 
dass , wenn das eine Stück unverändert bleibt , das andere aber sich 
•ändert , auch die Summe sich ändern müsse. £s sei innerhalb eines 
Systems (n -j- 1) ter Stufe 

A4-B = C, 
wo A, B und C von n-ter Stufe sind. Es ändere sich B in B -f- D, 
so wird nun 

A + (B + D) = (A + B) + D = C + D 
sein , und es ist zu zeigen, dass wenn B -|- D von B verschieden ist, 
auch C -f- D von C verschieden sein müsse. Das erstere setzt 
voraus , dass D nicht ntill sei , nun können wir aber zeigen , dass, 
wenn D nicht null ist, es auch zu einer Grösse (C) hinzugelegt, 
ihren Werth ändern müsse. Unmittelbar ist dies klar , wenn C und 
B gleichartig sind , indem das durch Zusammendenken des Gleich- 

*) Man könnte nun zeigen, dass der Ausdruck : A + (B + C) sich auf 
dasselbe Glied zurückführen Hesse, allein wir setzen den einmal ein- 
geschlagenen Weg der fortschreitenden Umwandlung fort. 
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artigen hervorgegangene nothwendig von jedem der Stücke ver- 
schieden ist. Sind aber C und D verschiedenartig, so lässt sich leicht 
zeigen, dass ihre Summe mit beiden verschiedenartig ist (immer 
vorausgesetzt, dass keins von beiden null ist). Da alles in demselben 
Systeme (n -{- 1) ter Stufe angenommen ist, so werden C und D sich 
auf einen gemeinschaftlichen Faktor (n — 1) ter Stufe bringen lassen. 
Es sei dieser E und 

C = E.c, D = E,d;alsoC + D = E(c + d), 
Sind nun C und D verschiedenartig , so darf d nicht in dem Systeme 
E . c enthalten sein , also ist auch (c -{- d) nicht in ihm enthalten ; 
also auch E (o -|- d) mit £ . c verschiedenartig , also kann es ihm 
auch nicht gleich sein. Somit wird durch Einzulegen der Grösse I> 
auch die Grösse G geändert ; wenn also das eine Stück jener Summe 
sich ändert , während das andere dasselbe bleibt , so muss auch die 
Summe sich ändern. Soll folglich die Sumime und das eine Stück 
derselben unverändert bleiben, so muss es auch das andere, d. h. das 
Resultat der Subtraktion ist eindeutig. Da nun alle drei Grund- 
gesetze der Addition und Subtraktion hier gelten, so gelten auch 
alle Gesetze derselben. Die Grundbeziehung dieser Addition zur 
Multiplikation ist noch nicht vollständig dargelegt; nach der 
Definition ist zwar 

A.b + A.c — A.(b-|-c); 
allein es ist auch zu zeigen, dass 

(A4-B).c = A.c-j-B.c 
ist, wenn A und B Grössen n-ter Stufe in einem Systeme (n -}- 1)* 
ter Stufe sind. Dann kann man A =» E . a , B«=»E.b setzen (nach 
§ 48), und hat 

A.c-(-B.c««E.a.c-f-E.b.c. 
Der rechts stehende Ausdruck lässt sich , wenn man a und b zuerst 
auf die letzte Stelle bringt (wobei sich das Zeichen ändert) , dann 
nach der Definition summirt , und endlich .den Faktor (a -|- b) wie- 
der auf die vorletzte Stelle zurückbringt (wobei das Zeichen wieder 
das ursprüngliche wird) , verwandeln in E . (a -{- b) . c , d. h. in 
(A -|- B) . c, also die Richtigkeit jener Glächung bewiesen. Da so» 
mit die Grundgesetze der Beziehung zwischen Addition und Multi- 
plikation hier gelten , so gelten auch alle Gesetze dieser Beziehung, 
und unsere Yerknüpfungsweise ist daher sowohl an sieh^ als auch 
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in ihrer Beziehung als wahre Addition nachgewiesen. Somit kön- 
nen wir nun den Hauptsatz des vorigen Kapitels (§ 36) dahin er- 
weitern : 

„Für äussere Produkte gelten, wenn Produkte aus n ein- 
fachen Faktoren nur in einem Systeme (n -|- 1) ter Stufe be- 
trachtet werden, alle Gesetze der Addition und Subtraktion, 
und alle Gesetze der Beziehung zwischen ihnen und der Mul- 
tiplikation , wenn man die fUr diese Yerkntlpfungen aufgestell- 
ten Begriffe festhält " 

§ 51. Auch dies Gesetz hat also noch eine Beschränkung in. 
sich , was darin seinen Grund hat , dass wir höhere Ausdehnungen 
bisher nur addiren konnten, wenn sie einem und demselben Sy- 
steme nächst höherer Stufe angehörten. Wir müssen nun, um 
das Gesetz in seiner Allgemeinheit aufstellen zu können, auch 
zeigen, was unter der Summe von Ausdehnungen, welche in be- 
Hebig höheren Systemen liegen, verstanden sein könne. Wollten 
wir hier denselben Weg einzuschlagen versuchen , wie in den vor- 
hergehenden Paragraphen, und also als Summe zweier Grössen 
A . B und A . G , welche nicht demselben Systeme nächst höherer 
Stufe angehören, die Grösse A . (B -j~ ^) ftuffassen, so würde dies zu 
nichts führen , da dann B und C auch Ausdehnungen höherer Stufen 
sind, welche nicht einem und demselben Systeme nächst höherer 
Stufe angehören, und also die eine Summe ihrer Bedeutimg nach 
eben so unbekannt ist, wie die andere. Es bleibt uns also nichts- 
ttbrig , als den Begriff der Summe in diesem Falle rein formell auf- 
zufassen, ohne dass es möglich wäre, eine Ausdehnung aufzuweisen^ 
welche als die Summe sich darstellte. Wir definiren daher die 
Summe von Ausdehnungen n-ter Stufe , welche einem höheren Sy- 
steme als dem (n -|- 1) ter Stufe angehören , dadurch , dass die 
Grundgesetze der Addition auf dieselbe anwendbar sein sollen, d. h. 
also als „dasjenige, was konstant bleibt, welche Veränderungen man 
auch mit der Form der Summe durch Anwendung der Additions- 
imd Subtraktions-Gesetze vornehmen mag.^ Es erscheint somit 
diese Summe nicht mehr als reine Ausdehnung, d. h. als solche, 
welche durch fortschreitende Multiplikation der Strecken gewonnen 
werden könnte, sondern sie tritt als Grösse von neuer Art, und zwar 
zunächst als Grösse von Mos formeller Bedeutung hervor, die wir 



^•^ 
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daher am passendsten mit dem Namen der Summengrösse belegen 
könnten ; wir fassen sie mit der Ausdehnung tmter dem Begriffe der 
Ausdehnungsgrösse zusammen. Um ihre konkrete Bedeutung zu 
gewinnen, müssten wir ihren Bereich ausmitteln, d. h. aufsuchen, wie 
sich die Form der Summe, die in dem Werth der Stücke besteht, 
-ändern könne , ohne dass der Werth der Summe selbst sich ändere. 
I^durch erhalten wir eine Eeihe von konkreten Darstellungen jener 
formellen Summe, und die Gesammtheit dieser möglichen Dar- 
stellungen in Eins zusammengeschaut , wie die Arten einer Gattung 
(nicht wie die Theile eines Ganzen), würde uns den konkreten Begriff 
vor Augen legen. — Indessen da diese Summengrösse nicht eher als 
in dem Systeme vierter Stufe eintreten kann , sie also im Eaume, als 
einem Systeme dritter Stufe , keine Anwendung findet , so versparen 
wir uns diese Darstellung bis zum siebenten Kapitel, in welchem sich 
die Bedeutung einer solchen Summe auf einem verwandten Gebiet 
ergeben , und sich durch Anschauungen sowohl der Geometrie , als 
besonders der Statik fruchtreich gestalten wird. 

§ 52. Dagegen dürfen wir unsere Aufgabe nicht fallen lassen, 
das in diesem und dem vorigen Kapitel gewonnene Gesetz von allen 
Schranken , in denen es noch zusammengeengt ist , zu befreien , imd 
also auch die Beziehung der Multiplikation zu dieser Addition auf- 
zufassen. Aber da die formelle Summe keine Ausdehnung darstellt, 
so ist auch das äussere Produkt jener formellen Summe in eine 
Strecke noch nicht seiner Bedeutung nach bestimmt. Nun muss auch 
diese wiederum formell durch das Fortbestehen der multiplikativen 
Beziehung bestimmt werden , und wir haben somit , wenn es über- 
haupt eine solche Multiplikation jener Summengrössen geben soll, 
dieselbe so zu definiren, dass 

(A-fB + C-j-....).p = A.p -j-B.p + C.p +.... 
sei. Doch dürfen wir dies nur dann festsetzen , wenn bei dem Kon- 
stantbleiben von A -(- B -f- G -f- • • • aiich A.p-|-B.p-|-C.p-f-... 
konstant bleibt, indem das Wesen der Summe nur in diesem Konstant- 
bleiben besteht, und das Princip der Gleichheit das gleichzeitige 
Konstantbleiben erfordert. Also haben wir zu zeigen, dass, wenn 

A-|-B + .... = P + Q4-..; 
ist, auch 

A.p-j-B.p-|-... = P.p-f-Q.p-|-... 
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sein müsse. Dies eigiebt sich aber leicht, indem, wenn A -f- B -f- . . . 
der Summe P -|- Q -|- . . . gleich gesetzt wird , nnd beides formelle 
Snmmen sind , durch blosse Anwendung der Additionsgesetze (an- 
dere Anordnung, Zusammenfassung der Stücke, Auflösung der 
Stücke in kleinere Stücke) aus der einen die andere hervorgehen 
muss. Da nun jeder solchen Veränderung, welche ohne Aenderung 
des Gresammtwerthes verstattet ist , eine ebensolche mit den um den 
Faktor p vermehrten Grössen entspricht, so wird, wenn man mit 
diesen die entsprechenden Operationen, wie mit jenen vornimmt, 

gleichzeitig, während sich A-f-B-j- inP-[-Q-f- verwandelt, 

auch A.p-|-B.p-|-... in P.p-[-Q.p-(-... übergehen. Somit 
wird es gestattet sein, jene Definition festzustellen, welche hiemach 
nichts ist, als eine abgekürzte Schreibart. 

§ 53. Da femer , wenn mit mehreren Strecken fortschreitend 
d. h. so multiplicirt wird, dass das jedesmal gewonnene Resultat 
mit dem nächstfolgenden Faktor multiplicirt wird, das Gesammt- 
produkt stets gleichen Werth behält, sobald das Produkt jener 
Strecken sich gleich bleibt, so können wir abkürzend statt jener 
Strecken , mit welchen fortschreitend multiplicirt ist , ihr Produkt 
setzen. Hierdurch ist der Begriff des Produktes zweier Ausdehnungen 
bestimmt , und so auch das Produkt einer formellen Summe in eine 
Ausdehnung , ein Produkt , was zwar im Allgemeinen wieder eine 
formeUe Summe liefert, aber in besonderen Fällen auch in eine Aus- 
dehnung übergehen kann *). 

Dass nun nach dieser Bestimmung allgemein 

(A + B).P = A.P + B.P 
ist, ergiebt sich leicht. Denn es sei P = c . d . . ., so ist 

(A + B).P = (A + B).c.d... 
nach der eben festgesetzten Bestimmung, ferner 

(A4-B).c = A.c + B.c 
nach § 52, also durch wiederholte Anwendung desselben Gesetzes 
(A-f-B).c.d.... = A.c.d...4-B.c.d..., d. h. (A-|-B).P = 
A.P + B.P. 

*) Nämlich , wenn die Stücke der Summe von n-ter Stufe sind und 
einem System (n + m)ter Stufe angehören, so wird durch Multiplikation mit 
einer Ausdehnung (m — l)ter Stufe desselben Sjstemes offenbar die formelle 
Summe in eine Ausdehnung verwandelt. 

6 
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Ist der zweite Faktor zerstOckt, so lässt sich das entsprechende 
Gesetz hier nur für reale Summen nachweisen , für diese ei^ebt 
sich aus obiger Gleichung durch Yertauschung (wobei die Zeichen 
sich entweder in allen Gliedern oder in keinem ändern) 

P.(A + B) — P.A + P.B 
Für formelle Summen ist noch nichts über die Vertauschbarkeit 
der Faktoren festgesetzt und daher auch jene Schlussweise noch nicbt 
anwendbar. Da wir überhaupt noch nichts über den Begriff eines 
Produktes, dessen zweiter Faktor eine formelle Summe ist, fest- 
gesetzt haben, so ist ims erlaubt für den Fall, dass der zweite Faktor 
eine formelle Summe ist, dieselbe Voraussetzimg zu machen, wie 
für den Fall, wo der erste es ist, und also auch dann 

P.(A + B) = P.A + P.B 
zu setzen und dies selbst auf den Fall zu übertragen, wo auch P 
eine formelle Sunmae darstellt. 

§ 54. Nachdem wir nun alle bis dahin noch bestehenden 
Schranken aufgehoben , und die Geltung der multiplikativen Grund- 
beziehung für alle Ausdehnungsgrössen theils aus dem Begriffe 
nachgewiesen, theils durch Definitionen festgestellt haben : so gelten 
somit alle Gesetze dieser Beziehung, wie auch alle Gesetze der 
Addition und Subtraktion , und es sind auf diese Weise alle ange- 
gebenen Begriffe im allgemeinsten Sinne gerechtfertigt. Wir fassen 
daher, nachdem wir am Schlüsse dieser Entwickelungsreihe angelangt 
sind, die Resultate derselben in folgenden Sätzen zusammen : 

„Wenn alle Elemente einer Ausdehnung (in ihrer elementaren 
Darstellung*)) einer und derselben Erzeugung unterworfen d. h. 
statt jedes Elementes eine gleiche Strecke gesetzt wird , deren 
Anfangselement jenes Element ist , so ist die Gesammtheit der 
so gewonnenen Elemente die konkrete Darstellung einer Aus- 
dehnung, welche als Theü des zugehörigen Systems aufgefasst, 
das Produkt jener Ausdehnung in diese Strecke ist , und wir 
nannten dasselbe ein äusseres.^ 

Femer: „wenn man eine Ausdehnung mit den einfachen 
Faktoren einer andern fortschreitend auf die angegebene Weise 



*) Unter der elementaren oder konkreten Darstellung einer Ausdehnung 
Ter stehen wir das Gebilde, welchem diese Ansdehnung zugehört. 
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multiplicirt , so ist das Eesoltat als Produkt jener ersten Aas- 
dehnung in diese letzte charakterisirt.'' 

„Als Summe zweier Ausdehnungen n-ter Stufe in einem 
Systeme (n-|-l)ter Stufe wurde diejenige Ausdehnung nach- 
gewiesen , welche hervorgeht , wenn man jene beiden auf einen 
gemeinschaftlichen Faktor (n — l)ter Stufe brachte, und die 
ungleichen Faktoren addirte.^ 

„Als Summe zweier Ausdehnungen n-ter Stufe in einem 
System von höherer als (n -j- l)ter Stufe ergab sich die formelle 
Summ«ngrösse, welche dasjenige darstellte, was bei Anwendung 
der Additionsgesetze konstant blieb." 

„Endlich als Produkt einer Summengrösse in eine andere 
Grösse wurde die Summe aufgefasst, welche hervorgeht, wenn 
jedes Stück des einen Faktors mit jedem des andern multiplicirt, 
und diese Produkte addirt werden. " 

Die Grtiltigkeit aller dieser Bestimmungen wurde dadurch dar- 
gethan, dass für die Addition die Grrundgesetze derselben und für die 
Multiplikation die Grrundbeziehungen derselben zur Addition nach- 
gewiesen wurden, indem darin zugleich der Nachweis lag, dass alle 
Gesetze der Addition imd Subtraktion und der Beziehung der Mul- 
tiplikation zu beiden hier noch fortbestehen. 

§ 55. Es bleibt uns nur noch übrig, die Gesetze, welche die 
äussere Multiplikation als solche charakterisiren, in allgemeinerer 
Form zu entwickeln. Wir hatten oben in § 35 als das t^igenthüm- 
liche dieser Art der Multiplikation das Gesetz dargestellt, dass man^ 
wenn ein einfacher Faktor eines Produktes einen Summanden entr 
hält , welcher mit einem der angrenzenden Faktoren gleichartig ist, 
diesen Summanden ohne Werthänderung des Produktes weglassen 
kann; daraus ergab sich (§ 36), dass das Produkt von n einfachen 
Faktoren stets dann, aber auch nur dann als null erscheint, wenn 
sie von einander abhängig sind , d. h. von einem Systeme niederer 
Stufe als der n-ten umfasst werden. Dies können wir unmittelbar 
auf Faktoren beliebiger Stufen ausdehnen, wenn wir mehrere Aus- 
dehnungen dann von einander abhängig setzen, wenn die Summe 
ihrer Stofenzahl grösser ist als die des Systems, welches sie alle 

Tunfasst ; denn dann wird die Anzahl der einfachen Faktoren, welche 

6* 



34 Verknüpfung höherer Ansdehnungsgrössen. § 55 

ihr Prodakt enthält, grösser sein als die Stufenzahl des umfassenden 
Systems, also ihr Produkt in der That null sein. Also : 

„Das äussere Produkt ist null, wenn die Faktoren von einander 

abhängig sind, und hat einen geltenden Werth, wenn sie es 

nicht sind." 

Aus der Eigenthttmlichkeit des äusseren Produktes ergab sich 
uns (§ 35) , dass zwei einfache Faktoren vertauscht werden dürfen, 
wenn man zugleich das Vorzeichen des Produktes ändert ; dies Ge- 
setz erweiterten wir dahin , dass ein einfacher Faktor ehie gerade 
Anzahl von einfachen Faktoren ohne, eine ungerade mit Zeichen- 
wechsel überspringen dürfe. Da eine Reihe von einfachen Faktoren 
als Ausdehnung erschien , deren Stufenzahl der Anzahl jener ein- 
fachen Faktoren gleich ist , so folgt daraus zuerst , dass eine Aus- 
dehnung von gerader Stufe einen einfachen Faktor , also auch jeden 
andern, ohne Zeichenwechsel überspringen dürfe, und wiederum, 
dass bei Vertauschung zweier beliebiger aufeinander folgender Fak- 
toren dann und nur dann Zeichenwechsel eintrete , wenn beide von 
ungerader Stufe sind. *) Dass nun dies Gesetz auch noch für Summen- 
grössen gelte, ist klar, indem es, wenn man mit den einzelnen Stücken 
durchmultiplicirt, für die einzelnen Produkte gelten muss , also auch 
ftir deren Summe. Also : 

„Zwei aufeinander folgende Faktoren sind mit oder ohne 



*) Es lässt sich dies, wenn a und b die beziehiichen Stufenzahl en der 
Ausdehnungen A und B sind , so ausdrücken , dass A . B ^s (— 1) ab B. A 
sei. — Wenn beide Faktoren noch durch einen dritten Faktor getrennt sind, 
so hängt bei der Vertauschung das Zeichen noch von diesem ab. So hat 
man z« B. 

A.B.C«(— l)»b+bc+oac.B.A. 
Für die formelle Auffassung der äusseren Multiplikation bemerke ich noch, 
dass man ihre Eigenthümlichkeit, wenn einmal die multiplikative Beziehung 
zur Addition festgestellt ist, auch durch das Gesetz, dass zwei einfache Fak- 
toren mit Zeichenwechsel vertauschbar seien, vollkommen hätte charak- 
terisiren können. Denn ist a . b allgemein gleich — b . a, oder 

a . b -h b . a «a 0, 
80 muss dies auch noch gelten , wenn b «»a wird, dann ist a . a + a • a ^»0, 
also 2a.aaB0 oder a.a»sO. Daraus folgt dann, dass überhaupt das Pro- 
dukt zweier gleicbartiger Strecken null sei, woraus dann das den Begriff der 
&USB er en Multiplikation charakterisirende Gesetz , wie wir es oben dar- 
stellten, hervorgeht. 
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Zeichenwechsel vertauschbar , je nachdem die Stufenzahlen 
beider Faktoren zugleich ungerade sind oder nicht. ^ 
§ 56. Die in diesem Kapitel entwickelten Gesetze lassen 
gegenwärtig nur eine theilweise Anwendung auf die Geometrie und 
Statik zu, indem die Summengrösse, welche zuerst in einem System 
vierter Stufe auftritt, hier keine Anwendung finden kann. Die An- 
wendungen beschränken sich daher nur auf die erste Hälfte dieses 
Kapitels (§ 47 — 50), und bestehen darin, dass die Gesetze, welche 
im vorigen Kapitel för jene Disciplinen festgestellt wurden, von 
ihren Schranken befreit, und von einem allgemeineren Gesichts- 
punkte angeschaut werden. Zuerst in der Geometrie haben wir den 
neuen Additionsbegriff auf die Flächenräume (als Ausdehnungen 
zweiter Stufe) zu übertragen. 

Doch müssen wir dann an den Flächenräumen ihre Richtungen, 
d> h. die Bichtungen der Ebene, welcher sie angehören, festhalten ; 
und also zwei Flächenräume als ungleichartig auffassen, wenn die 
£benen, denen sie angehören, eine Verschiedenheit in den Richtungen 
darbieten. Da nun die Flächenräume auf diese Weise aufgefasst 
Ausdehnungen zweiter Stufe sind, so werden sich zwei Flächen- 
räume , da sie zugleich einem und demselben Systeme dritter Stufe 
(dem Räume) angehören, nach § 48 auf einen gemeinschaftlichen 
Faktor erster Stufe bringen , d. h. sich als Spathecke (Parallelo- 
gramme) von gleicher Grundseite darstellen lassen. Die Summe 
derselben wird somit ein Spatheck sein, welches dieselbe Grundseite 
hat, dessen Höhenseite aber die Summe der beiden Höhenseiten jener 
Spathecke ist. Hiemach kann man mm die Sätze von der Fort- 
bewegung (§ 28 imd 29) allgemeiner so aussprechen: 

„Die geometrische*) Summe der Flächenräume, welche eine 
gebrochene Linie bei ihrer Fortbewegung beschreibt , ist gleich 
dem Flächenraum, welchen eine gerade Linie, die mit jener ge- 
brochenen gleichen Anfangspunkt und Endpunkt hat, beschreibt, 
wenn sie sich auf gleiche Weise fortbewegt", 
oder noch allgemeiner, indem wir die Strecke vom Anfangspunkt 

*) Dieses Adjektivs bediene ich mich, wenn die zu summir enden 
Grossen noch nicht hinreichend als Grössen mit konstanter Richtung be- 
zeichnet sind , nm die Summe von der rein arithmetischen Summe zu unter- 
scheiden. 
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zum Endpunkt der gebrochenen Linie die schliessende Seite der- 
selben nennen. 

„Die geometrische Summe der Flächenräume, welche eine ge- 
brochene Linie bei gebrochener Bahn beschreibt, ist gleich dem 
Flächenraum , welchen die Seite , die die erstere schliesst , in 
einer Bahn beschreibt, die die zweite schliesst.^ 
Für die Bewegung der Flächenräume hat man den Satz : 
„Die Summe der Körperräume, welche eine beliebig gebrochene 
Fläche in beliebig gebrochener Bahn beschreibt, ist gleich dem 
Körperraum , welchen die geometrische Summe jener Fläcben- 
räume (die die gebrochene Fläche bilden) in der jene ge- 
brochene schliessenden Bahn beschreibt." 

§ 57. Auch für die Statik und Mechanik besteht die An- 
wendung dieses Kapitels in einer Erweiterung , welche jedoch hier 
so fruchtreich ist, dass nim erst der ganze Reichthum der Be- 
ziehungen hervortreten kann. Zuerst die Beschränkimg, welche 
bei dem Gesammtmoment mehrerer Kräfte in Bezug auf einen Punkt 
hinzugefügt wurde (§ 41), föllt jetzt weg, und wir können daher 
sagen y unter dem Gresammtmoment mehrerer Kräfte in Bezug auf 
einen Punkt sei die Summe aller einzelnen auf jenen Punkt bezüg- 
lichen Momente verstanden ; und zugleich ist klar , dass , wenn man 
durch diesen Punkt eine Strecke als Axe zieht, das Moment in Be- 
zug auf diese Axe gefunden wird, wenn man diese Axe in jenes erste 
Moment multiplicirt. Sind z. B. aß, yrf, . . . die Kräfte, so ißt ihr 
Gesammtmoment M^ in Bezug auf einen Punkt q gleich 

[Qa].[aß]-\-[(>Y].W + ---; 
und in Bezug auf eine Axe cq ist das Moment derselben Kräfte 

gleich 

[^?].[?«]-M+[^?]-[?y]-[y<^]+'---> 

oder gleich 

[(rp].M^. 
Dass nun auch hier das Gesammtmoment der Innern Kräfte in 
Bezug auf einen beliebigen Punkt null ist , bedarf wohl kaum eines 
Beweises , indem sogleich einleuchtet , dass der Beweis auf ähnliche 
Weise , nur noch einfacher , erfolgt , wie der oben (§ 42) ftlr den 
beschränkteren Begriff geführte. Und damit ist klar, wie die 
sämmtlichen oben aufgestellten Sätze (§43 und 44) auch in dieser 
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Yerallgemeinerung noch gelten. Namentlich wird der in § 43 auf- 
gestellte Hauptsatz jetzt so ausgesprochen werden können : 

„Das Gesammtmoment aller Bewegungen, welche den einzelneu 
Punkten (eines Vereins von Punkten) innerhalb eines Zeitraums 
mitgetheilt werden, ist gleich dem Gesammtmoment der sämmt- 
liehen Kräfte, welche dem Vereine dieser Punkte während 
jener Zeit von aussen mitgetheilt werden , und zwar in Bezug 
auf jeden beliebigen Punkt.** *) 
Wirken also namentlich keine Kräfte von aussen ein, so muss 
auch das Gesammtmoment aller mitgetheilten Bewegungen während 
jedes Zeitraumes null sein , d. h. das Gesammtmoment aller Be- 
wegungen , welche den Punkten einwohnen , muss in der Zeit kon- 
stant sein. **) Dies Gesammtmoment stellt somit eine unveränder- 
Hche Ebene und in derselben einen konstanten Flächenraum dar; 
jene Ebene ist es, welche La Place die unveränderliche Ebene (plan 
invariable) nennt , und welche vermittelst unserer Wissenschaft sich 
auf die einfachste Weise durch Summation ergiebt. Die Schwierig- 
keit der Ableitang nach den sonst üblichen Methoden übersieht sich 
leicht, wenn man nur einen Blick wirft auf die in La Grange^s 
micanique anal, ***) oder in La Piacia mic, ciL geführten Ent- 
wickelungen, imd auf die komplicirten Formeln, in welchen dort die 
Darstellung fortschreitet. 

§ 58. Wir könnten zwar schon hier die Hauptsätze für die 
Theorie der Momente aufstellen ; da indessen die Betrachtung der 
Momente im zweiten Abschnitte sich noch weit einfacher gestalten 
wird , so will ich hier nur ein Paar Beispiele geben , um zu zeigen, 
mit welcher Leichtigkeit sich durch Hülfe unserer Analyse die hier- 
hergehörigen Aufgaben lösen lassen, und in welcher Ergiebigkeit 
die interessantesten Sätze daraus gleichsam hervorsprudeln. Zu- 
erst sei die Aufgabe die, aus dem Momente in Bezug auf einen 
Punkt das in Bezug auf einen andern um eine Strecke von ge- 



*) Die daraus hervorgehende Gleichung werden wir späterhin bei der 
Anwendung der Differenzialrechnung auf unsre Wissenschaft darstellen; 
8. § 105. 

**) Es ist dies , wie man sich leicht überzeugt , das Princip der kon- 
stanten FlSchenräume. 
***) P. 262—269. 
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gebener Länge und Eichhmg von ihm entfernten Punkt zu finden, 
wenn ausserdem die Gesammtkraft (die Summe der als Strecken dar- 
gestellten Kräfte) ihrer Länge und Bichtung nach gegeben ist. Es 
seien c und % die beiden Punkte M<r das gegebene auf den ersten 
Punkt bezügliche, Mr das auf den zweiten bezügliche Moment , [otß\, 
[yd] .... die Kräfte cc^ y ^ ihre Angriffspunkte , s die Gesammtkraflt 
ihrer Länge und Eichtung nach, also 

8=[«/?] + [y<r] + ... 
Dann ist 

M« « [ff«] . [aß] -{. [ay] . H + . . . 
Mr = [Ta].[«/?]+[Ty].[y<rH-... 
Zieht man beide Gleichungen von einander ab, so erhält man, da 

[aa\ — [%a\ = [(Sa] -|- [a%] = [cTt] 
ist u. s. w., die Gleichung 

Ma — Mr = [air].([a/^] + fy(y]+....) = [(rir].s, 
wodurch die Aufgabe gelöst ist, und man hat den Satz gewonnen : 
„Eückt der Beziehungspunkt um eine Strecke fort, so nimmt 
das Moment um das äussere Produkt der Gesammtkraft in diese 
Strecke zu."*) 
Hierin liegt sogleich, dass das Moment dasselbe bleibt, wenn 
jenes äussere Produkt null ist , d. h. wenn der Beziehungspunkt in 
der Bichtung der Gesammtkraft fortschreitet, oder anders ausge- 
drückt, dass 

„die Momente in Bezug auf alle Punkte , welche in einer und 
derselben mit der Gesammtkraft parallelen Linie liegen , ein- 
ander gleich sind. 
Femer 

„Ist das Moment in Bezug auf irgend einen Punkt null , so ist 
es in Bezug auf jeden andern Punkt gleich dem äusseren Pro- 
dukt der Gesammtkraft in die Abweichung des letzten Punktes 
von dem ersten." 

§ 59. Eine andere Aufgabe, welche die Abhängigkeit der 
Momente in Bezug auf Axen, die durch denselben Punkt gehen, auf- 



*) Hierbei ist das Wort „zunehmen^ in demselben allgemeinen Sinne 
genommen, in welchem man auch sagen kann, 8 habe um ( — 3) zugenommen, 
wenn 5 daraus geworden ist. 
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fasst , ist die , aus den Momenten in Bezug auf 3 Axen , die durch 
einen Punkt gehen und nicht in derselben Ebene liegen, das Moment 
in Bezug auf jede vierte Axe , die durch denselben Punkt geht , zu 
finden. Es seien a, b, c die drei Axen, A, B, C die auf sie bezüg- 
lichen Momente, aa-j-/?b-j-yc, wo «, /?, y Zahlen vorstellen, die 
tierte Axe, deren zugehöriges Moment D gesucht wird.*) Das 
Moment in Bezug auf den Durchschnitt der drei Axen sei M , so ist 
nach § 57 

A — a.M,B = b.M, G — c.M 
D = («a+/?b+yc).M. 
Lösen wir in dem letzten Ausdrucke die Klanmier auf, so wird 

D«=aa.M + i«).M + yc.M 
= aA+>?B+ya 
Dies Besultat in Worten ausgedrtlckt : 

„Aus den Momenten dreier Axen, die durch Einen Punkt gehen» 
ohne in Einer Ebene zu liegen, kann man das jeder andern 
Axe, die durch denselben Punkt gebt, finden; und zwar herrscht 
zwischen den Momenten dieselbe Vielfachen - Gleichung , wie 
zwischen den Axen." **) 
Wenn einer der Koefficienten null wird, so hat man den Satz : 

„Aus den Momenten zweier Axen, die durch einen Punkt 

gehen , kann man das jeder andern Axe , die durch denselben 

Punkt geht, finden, und zwar herrscht zwischen den Momenten 

dieselbe Vielfachen-Gleichung wie zwischen den Axen." 

Wir werden späterhin bei der allgemeineren Behandlung der 

Momente auch diesen Satz in viel allgemeinerer Form darstellen 

können. 



*) Dass sich jede Strecke im Räume als Summe aus 3 Stücken dar* 
stellen läset , welche 3 gegebenen Strecken parallel sind , ist oben gezeigt^ 
darin liegt, dass sie sich als Yielfacbensumme derselben darstellen lässt. 

**) Der Kürze wegen sagen wir , zwischen Grössen bestehe eine Viel- 
fachen-Gleichung, wenn die Glieder der Gleichung nur Vielfache jener 
Grossen darstellen. 
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Viertes Kapitel. 

Aeussere Division, Zahlengrösse. 

§ 60. Die zur Multiplikation gehörige analytische Yerknüpfiing 
ist die Division; folglich wird nach dem allgemeinen Begriff der 
analytischen Verknüpfung (§ 5) das Dividiren darin bestehen , dass 
man zu dem Produkte und dem einen Faktor den andern sucht; 
und es wird vermöge dieser Erklärung jeder besonderen Art der 
Multiplikation eine ihr zugehörige Art der Division entsprechen ; die 
äussere Division wird also darin bestehen, dass man zu dem äusseren 
Produkt und dem einen Faktor desselben den andern sucht. £s 
ist klar, dass hier, da die Faktoren des äusseren Produktes im 
Allgemeinen nicht vertauschbar sind , auch zwei Arten der Division 
EU unterscheiden sind, je nachdem nämlich der erste Faktor ge- 
geben ist oder der zweite (vergl. § 1 1). Wir bezeichnen den ge- 
suchten Faktor (Quotienten) so , dass wir das gegebene Produkt A 
(den Dividend) nach gewöhnlicher Weise über den Divisionsstrich, 
den gegebenen Faktor B (den Divisor) unter denselben setzen , die- 
sem gegebenen Faktor aber einen Punkt folgen oder vorangehen 
lassen , je nachdem der gesuchte Faktor als folgender oder voran- 

gehender Faktor aufgefasst werden soll. Also — bedeutet den 

Faktor C, welcher als zweiter Faktor mit B verknüpft A giebt , also 
welcher der Gleichung genügt : 

B.C — A; 

und ~ bedeutet den Faktor C , welcher als erster Faktor mit B ver- 
• B 

knüpft A giebt, d. h. der Oleichung genügt : 

C.B = A; 

oder beide Bestimmungen durch blosse Formeln ausgedrückt : 

B. .B 

Hierbei haben wir dann nur festzuhalten, dass wenn die Stufen- 
zahlen von der Art sind, dass die Faktoren direkt vertauschbar 
sind, beide Quotienten gleichen Werth haben, wenn sie hingegen 
nur mit Zeichenwechsel vertauschbar sind, beide Quotienten ent- 
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gegengesetzten Werth haben. *) Daher wird man im ersteren Falle 
auch das Zeichen des Punktes im Nenner weglassen können y wenn 
man nicht etwa die Division noch ins Besondere als äussere be- 
zeichnen will. 

§ 61. Es kommt nun darauf an, aus der formellen Bestim- 
mung die wesentliche Bedeutung des Quotienten zu ermitteln. Da 
das äussere Produkt zweier Ausdehnungen stets eine Ausdehnung 
giebt, welcher jene beiden untergeordnet sind und deren Stufen- 
zahl die Summe ist aus den Stufenzahlen der Faktoren, so folgt 
zunächst, dass auch der Quotient nur dann eine Ausdehnung dar- 
stellen könne, wenn der Divisor dem Dividend untergeordnet ist, 
d. h. von dem System des Dividend ganz umfasst wird ; und dass 
dann zugleich der Divisor von niedererer Stufe sein muss als der 
Dividend, die Stufenzahl des Quotienten aber die Differenz ist zwi- 
schen denen des Dividend und Divisors. In jedem andern Falle 
kann also der Quotient keine Ausdehnung darstellen, sondern nur 
eine formelle Bedeutung haben , die wir vorläufig auf sich beruhen 
lassen. Umgekehrt zeigt sich aber auch , dass der Quotient jedes- 
mal dann eine Ausdehnung darstellen muss, wenn jene Bedingung 
erfüllt ist, dass nämlich der Divisor dem Dividend untergeordnet 
sei. Nämlich nach § 48 kann man jede Ausdehnung n-ter Stufe 
auf (n — 1) beliebige ihr untergeordnete Faktoren bringen, sobald 
diese nur von einander unabhängig sind , und somit kann man sie 
auch auf jede geringere Anzahl untergeordneter Faktoren bringen, 
d. h. sie als Produkt darstellen , dessen einer Faktor eine beliebige 
ihr untergeordnete Ausdehnung ist. Also 

„Der Quotient ist nur dann, aber auch stets dann, eine Aus- 
dehnung, wenn der Divisor dem Dividend untergeordnet und 
von niedererer Stufe ist, und zwar ist seine Stufenzahl dann der 
Unterschied der beiden Stufenzahlen des Dividend und Divisors." 
§ 62. Es bleibt nun zu untersuchen, ob in diesem Falle der 
Quotient eindeutig ist , oder mehrdeutig, und wie im letztem Falle 



*) Da die Yertauschung der Faktoren nur dann einen Zeichenwechsel 
erfordert , wenn beide von ungerader Stufenzahl sind, das Produkt also von 
gerader, so werden auch beide Quotienten nur dann entgegengesetzten Werth 
haben, wenn der Dividend von gerader, der Divisor von ungerader Stufe ist; 
in jedem andern Falle werden sie gleichen Werth haben. 
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die Gesammtheit seiner Werthe gefunden werden kann. Es sei 

A 

— der zu untersuchende Quotient, und B der Grrösse A unterge- 

ordnet. Nach dem vorigen § giebt es nun allemal eine Ausdehnung, 
welche mit B multiplicirt A giebt, d. h. welche als Quotient aufge- 
fasst werden kann ; es sei C eine solche, so dass also 

B.C = A 
ist , und die Frage ist die , ob es noch andere von C verschiedene 
Ausdehnungen gebe, welche statt C in diese Gleichung gesetzt wer- 
den können. Jedenfalls müsste dieselbe (§ 61) von derselben Stufe 
sein wie C. Jede von C verschiedene Ausdehnung derselben Stufe 
wird sich , wenn X eine beliebige Grösse derselben Stufe ist, dar- 
stellen lassen in der Form C -f- X , und es ist also X so zu be- 
stimmen, dass 

B.(C + X) = A 

A 

ist, wenn C -4- X auch als ein Werth des Quotienten — - erscheinen 

B . 

soll. Man hat dann 

B.C + B.X = A = B.C, 

d. h. 

B.X = 0. 
Nun giebt aber nach § 55 nur das Produkt zweier abhängiger 
Grössen, aber ein solches auch allemal null, folglich genügt ausser 
dem partiellen Werth C des Quotienten noch jede andere GrÖsse> 
welche von ihm um einen vom Divisor abhängigen Summanden ver* 
schieden ist, aber auch keine andere. Die Gesammtheit dieser 
Grössen, die von B abhängig sind, oder welche statt X gesetzt der 
Gleichung 

B.X = 
genügen, können wir nun nach der Definition des Quotienten mit 

~ bezeichnen, somit haben wir 

B. ~ B 

Dies Sesültat können wir in folgendem Satze darstellen : 

„Wenn der Divisor (B) dem Dividend (A) untergeordnet und 
von niedererer Stuf e ist, so ist der Quotient nur partiell bestimmt. 
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und zwar findet man , wenn man einen besonderen Werth (C) 
des Quotienten kennt, den allgemeinen, indem man den unbe- 
stimmten Ausdruck einer von dem Divisor (B) abhängigen Grösse 
zu jenem besondem Werth hinzuaddirt, oder es ist dann 

Auf die Raumlehre übertragen sagt dieser Satz aus, dass 
erstens, wenn zu einem Spathecke (Parallelogramme) die Grundseite 
und der Flächenraum (nebst der Ebene , der er angehören soll) ge- 
geben ist, dann die andere Seite, die wir Höhenseite genannt 
haben , nur partiell bestimmt sei, und dass, wenn ihr Anfangspunkt 
fest ist , der Ort ihres Endpunktes eine mit der Grundseite parallele 
gerade Linie sei ; dass zweitens, wenn zu einem Spathe die Grund- 
fläche und der Körperraum gegeben ist, die andere Seite (Höhen- 
seite) nur partiell bestimmt sei , und der Ort ihres Endpunktes bei 
festem Anfangspunkt eine mit der Grundfläche parallele Ebene sei ; 
und dass endlich, wenn zu einem Spathe die Höhenseite und der 
Eörperraum gegeben ist , die Grundfläche partiell bestimmt sei, in- 
dem dieselbe als der veränderliche ebene Durchschnitt eines Pris- 
mas, dessen Kanten der Höhenseite parallel sind, erscheint. Dies 
letztere bedarf eines Nachweises. Ist nämlich eine Grundfläche 
als besonderer Werth jenes Quotienten gefanden, d. h. giebt sie 
wirklich mit der gegebenen Höhenseite äusserlich multiplicirt den 
gegebenen Körperraum, und stellt man sich diese Grundfläche in 
Form eines Spathecks vor, so wird man jedes andere Spatheck, was 
mit der gegebenen Höhenseite äusserlich multiplicirt dasselbe Produkt 
giebt , dadurch aus dem ersten gewinnen , dass man den Seiten des 
ersten beliebige mit der Höhenseite parallele Summanden hinzufügt, 
worin dann der ausgesprochene Satz liegt. 

§ 63. Aus dem Satze des vorigen § ergiebt sich, dass man 
die Gesetze der arithmetischen Division nicht ohne weiteres auf imsere 
Wissenschaft übertragen könne , namentlich dass man im Dividend 



*) Es ist dies unbestimmte Glied sehr wohl zu vergleichen mit der un- 
bestimmten Konstanten bei der Integration , und das eigenthümliche Ver- 
fahren, welches dadurch herbeigeführt wird, ist hier dasselbe wie dort.**) 

**) Vergleiche die Anm. zu S. 7 und 12. (1877.) 
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und Divisor nicht gleiche Faktoren wegheben dürfe. Aber da Über- 
haupt die Eechnung mit unbestimmten, wenn auch nur partiell un- 
bestimmten Grössen , mannigfachen Schwierigkeiten unterliegt , und 
in der anderweitigen Analyse des Endlichen nichts vollkommen ent- 
sprechendes findet) so ist es am zweckmässigsten, diesen unbestimmten 
Ausdruck durch bestimmte Ausdrücke zu ersetzen. 

Es ergiebt sich nämlich, dass der Quotient ein bestimmter ist, 
sobald derselbe seiner Art nach gegeben d. h. das System gleicher 
Stufe bestimmt ist, dem er angehören soll, vorausgesetzt nämlich, 
dass dies System von dem des Divisors unabhängig, dem Systeme des 
Dividend aber untergeordnet sei. Wird diese Voraussetzung er- 
füllt , so ist in der That immer ein aber auch nur Ein Werth des 
Quotienten möglich, welcher in dem gegebenen Systeme liegt. Denn 
denkt man sich irgend eine diesem Systeme gleichartige Ausdeh- 
nung (C) mit dem Divisor mxdtiplicirt , so wird das Produkt dem 
Dividend gleichartig sein, also auch durch Vergrösserung oder Ver- 
kleinerung jener Ausdehnung (C) dem Dividend gleich gemacht 
werden können, wobei diese Ausdehnung (C) selbst sich als Quo- 
tient darstellt. Aber auch nur Ein solcher Werth des Quotienten 
wird hervorgehen, es sei nämlich C ein solcher Werth des Quotienten 

A 

— - , so dass also B . C «= A ist ; es verwandle sich C in eine ihm 

gleichartige Grösse C -(- Ct , wo C^ nicht gleich null ist , so hat 
man B.(C + Ci) = B.C + B. Ct = A + B.Ci ; es ist also 
B (C -|- Gl) nicht gleich A, da B . C^, weil beide Faktoren nach der 
Voraussetzung von einander unabhängig sind, nicht null geben kann. 
Also jeder andere mit C gleichartige Werth genügt statt C gesetzt 
nicht der Gleichung 

B.C = A, 

A 

d. h. kann nicht als ein Werth des Quotienten — aufgefasst werden ; 

B . 

also giebt es nur einen solchen. Dies Besultat kann man auch 

so ausdrücken : Wenn zwei gleiche Produkte einen gleichen Faktor 

haben, und der andere Faktor in beiden gleichartig, von dem ersten 

aber unabhängig ist, so ist auch dieser in beiden gleich. Es kommt 

nun darauf an, für diesen bestimmten Quotienten eine angemessene 

Bezeichnung zu fmden. Es sei P der Dividend, A der Divisor, B 
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eine Grösse, welcher der Quotient gleichartig sein soll, A und B seien 
beide dem Systeme P untergeordnet, aber von einander unabhängig; 
dann wird P sich als Produkt von A^ in B, wo Aj mit A gleichartig 
ist, darstellen lassen, der Quotient wird also 

Aj.B 
A. 
sein ; diesen können wir , sofern er mit B gleichartig sein soll, vor- 
läufig mit 

bezeichnen. Also -^ ^ soll die mit B gleichartige Grösse B j be^ 

zeichnen, welche der Gleichung 

AfB — A.Bi 
genügt.*) 

§ 64. Um nun die Bedeutung dieser Ausdrücke auszur 
mittein, haben wir die Verbindung eines und desselben Ausdrucks. 



*) Die Bezeichnung kann keine Zweideutigkeit hervorrufen, da wir bis- 
her noch nicht einen Quotienten zweier gleichartiger Grössen kennen gelernt 

At 
haben. Dabei bleibt vorläufig unentschieden, ob in dieser Bezeichnung -r- 

A. 

in der That als Quotient und seine Verbindung mit B als ^Multiplikation auf- 
zufassen sei ; doch wird die Angemessenheit der Bezeichnung erst dann klar 
werden können, wenn wirklich jene Auffassung sich herausstellt. Durch 
einen Seitenblick auf die Zahlenlehre, mit welcher hier unsere Wissenschaft 
in Berührung tritt, ohne aber von ihr Sätze zu entlehnen, leuchtet ein, dass 
wenn A i ein Vielfaches von A ist , auch B i ein eben so Vielfaches von B 

sein müsse, und dass also , wenn wir unter -p- die Zahl verstehen, welche 

A 

angiebt, ein Wievielfaches Aj von A sei, dann Bj in der Form -^ B darge- 

stellt werden könne. Allein so einfach diese Anwendung der Zahlenlehre 
auch sein mag, so dürfen wir sie hier nicht aufnehmen, ohne unseres - 
Wissenschaft zu schaden. Auch würde sich dieser Verrath an unserer 
Wissenschaft bald genug rächen durch die mannigfachen Verwickelungen 
und Schwierigkeiten, in die wir sehr bald durch den Begriff der Irrationalität 
gerathen würden. Wir bleiben daher, ohne uns durch die betrügerische 
Aussicht auf einen bequemen Weg verlocken zu lassen, unserer Wissenschalt 
getreu. 
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A 

— - mit verschiedenen Grössen zu untersuchen. Zunächst ergiebt sich, 
A 

dass, wenn A, B, C von einander unabhängig sind, und 

A4 ^ ^ 
-^ B — B, 
A * 

ist, dann auch allemal 

A B 

sein muss. Denn aus der ersten Gleichung hat man nach der De- 
£nition 

Ai.B = A.Bi. 

Und setzt man -r-^ C = Cj so ist 

A 

Aj.C — A.Ci. 

Multiplicirt man die erste dieser Gleichungen mit C, die zweite mit 

B (auf zweiter Stelle), so hat man 

Ai.B.C — A.Bi.C 

AfB.C — A.B.Ci. 
Also auch 

A.Bi.C=A.B.Ci. 
Da nun B^ . C mit B . C^ gleichartig ist , und der andere Faktor (A) 
sowohl als das Produkt auf beiden Seiten gleich ist, so muss (§ 63) 

Bi.C = B.Ci; d. h. 



sein. Also wenn 



A 



^B = Bi 



A 1\ 

ist, so geben die Ausdrücke -r^ und — ^ mit jeder beliebigen von 

A D 

A . B unabhängigen Grösse verbunden dasselbe Resultat. Aber wir 
können nun zeigen, dass dies auch dann noch der Fall sein müsse, 
wenn beide Ausdrücke mit einer Grösse C verbunden sind, welche nur 
von A und von B unabhängig ist, ohne zugleich von dem Produkte 
A.B unabhängig zu sein. Zunächst erweisen wir dies für den 
Fall, dass C eine Strecke sei, die wir mit c bezeichnen wollen. 
Es sei also 
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— - c BS d oder A| . c =s A . C| , 
A 

wo c zwar Ton A und B nnabliXi^ig, aber Ton A . B abbltngig sei. 

Um nun zu zeigen, dass dann, weian. 

A.* T» T» . , Bf Af 

-r— B===sBi 18t, auch :=— c = -T— c — ci 

A B A 

sein müsse , suchen wir den Faktor c durcb Binzufögung einer von 

A.B unabhängigen Strecke p selbst davon unabhängig zu machen. 

Man erhält dann statt A| . c den Ausdruck A^ . (c -|- p) ; diesem wird 

ein Ausdruck gleichgesetzt werden können, dessen erster Faktor A 

und dessen zweiter mit (c-]-p) gleichartig ist, und also als Summe 

zweier mit c und p gleichartiger Stücke dargestellt werden kann, es 

sei derselbe c^ -|- pi so hat man 

Al-(<5 + P)=*A.(C2 + pi). 

Multiplicirt man diese Gleichung mit p, so erhält man 

Ai . c . p = A . c^ . p oder, da A^ . c = A . C| ist, 

A . c^ . p = A . Cj . p 
und daraus folgt , da die entsprechenden Faktoren gleichartig sind, 
nach § 63 die Gleichung 

Ci=C2. 

Führt man daher statt c^ diesen Werth Cf oben ein, so erhält man 

^•(c+p) = A.(ci+pi). 
Und da nun p von A . B unabhängig war, also auch (c -^ p) davon 
unabhängig ist, so können wir nun das oben erwiesene Gesetz an- 
wenden, dass 

Bi.(c+p)=-B.(ci+pi) 

ist; also auch, mit p multiplicirt, 

Bi . c . p = B . Ci . p ; 

und da hier die entsprechenden Faktoren gleichartig sind, so hat man 

_ Bi Ai 

Bi . c = B . Ci oder — - c = Cf = -r-c 

B A 

anch dann noch, wenn c von A . B abhängig ist. Nun können wir 

clies Resultat leicht ausdehnen auf den Fall, dass die Ausdrücke 

A B 

■p- und qr^ welche der Gleichung 

A B 

:p-B = Bi oder Aj.B — A.Bi 
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entsprechen, mit einer beliebigen von A und von B unabhängigen 
Grösse höherer Stufe C verbunden sind. Es sei C «= c. d . e . . . . , 
$0 läset sich jede mit C gleichartige Grösse Ci in der Form Ci . d . e . . . 
darstellen, wie wir schon an mehreren Orten gezeigt haben. Ist also 

4^C = Ci oder Ai.C = A.C,, 
A 

so hat maii nun durch jene Substitution 

Aj.c.d.e....«BsA.c^.d.e..., 

woraus, vermöge der Gleichartigkeit der Faktoren, folgt (§ 63) 

Ai . c SB A . Ci , 

somit auch nach dem so eben erwiesenen Satze 

Bj . C saa B . Cj , 

also auch durch Wiederholung derselben Schlussreihe 

B^ . c . d . e . . . ^^ B . c^ . d . e . . . , 
d.h. 

Bi.C = B.Cioder^C«=Ci = 4^C. 

a A 

Wir haben somit den allgemeinen Satz bewiesen : 

A 
„Wenn — ^B™Bi ist, so ist auch in Bezug auf jede Grösse C, 

welche von A und von B unabhängig ist, 

ÄT^-B"^- 

A B 

§ 65. Da mm der Begriff der Ausdrücke — und ^- nur be- 

A B 

stimmt ist, so fem sie mit Grössen verbunden sind, die von A und B 

unabhängig sind, und für jede zwei solche Verbindungen, in welche 

A "R 

-r^ und ^- mit derselben Grösse eingehen, unter der Voraussetzung, 
A B 

dass 

Ai ^ ^ 

ist, die Gleichheit dargethan ist, so folgt, dass wir berechtigt sind, 

A B 

die Ausdrücke — und =^ unter obiger Voraussetzung selbst ein- 

A B 

ander gleichzusetzen, und dadurch den Begriff, den diese Ausdrücke 

an sich haben, zu bestimmen. Also 
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Ai 
„Wenn -7- B = B| oder A^ . B = A . B^ ist (A und B von ein- 
A 

A B 

ander unabhängig gedacht), so setzen wir -— gleich — ^." 

Es ist klar, wie hierdurch die Bedeutung von — ^B auch dann 

A 

bestimmt ist , wenn B von A abhängig ist ; denn man hat nur eine 

Hülfsgrösse C anzimehmen, welche von A und B unabhängig ist, 

nnd Cx so zu bestimmen, dass nach der angegebenen Definition 

C Ai 

— ^ gleich ist -7^, so ist durch Substitution des Gleichen 

C A 

und dadurch auch der Begriff des ersten Ausdrucks bestimmt. Nament- 
lich ergiebt sich daraus, dass 

^A = A. 

ist. Deim nimmt man eine Hülfsgrösse B, welche von A imabhängig 
ist, und setzt 

80 muss auch nach dem allgemeinen Begriff des Gleichen 

A B 

sein ; der letztere Ausdruck ist aber, wir wir soeben zeigten, gleich 
A| , also auch der erstere , was wir zeigen wollten. Hieraus nun 

folgt zugleich , dass der Ausdruck — ^ als Quotient aufgefasst wer- 

den könne, sobald seine Verbindung mit andern Grössen, wie wir 
sie bisher beschrieben, als Multiplikation dargethan ist, d. h. die Be- 
ziehung jener Verbindung zur Addition als eine multiplikative nach- 
gewiesen ist. 

§66. Zuerst ist^(b + c) = ^b + ^c. NämUch^(b+c) 

A. A. A. A. 

St eine mit b -[« c gleichartige Strecke, welche sich daher auch in 
Stücken ausdrücken lassen muss, die mit b und c gleichartig sind ; es 

seien dies b| und C|, also 

7* 
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oder A| . (b -f- c) a=s A . (bi -|- C|). 
Man multiplicire diese Gleichung mit c, so hat man 

Af . b . c = A . bj . c, 
also auch vermöge der Gleichartigkeit der Faktoren 

Ai.bssA.bi oder — ib=*bi. 

Auf dieselbe Weise ergiebt sich durch Multiplikation mit b, dass 

A, 

ist; substituirt man diese Ausdrücke für bi und c^ in die obige 
Gleichung '), so hat man in der That 

Es ist dies nun auszudehnen auf den Fall, dass statt b und c Aus- 
dehnungen höherer Stufen B und C eintreten. Die Summe derselben 
giebt nach § 47 nur dann eine Ausdehnung, wenn beide Ausdehnungen 
n-ter Stufe sich auf einen gemeinschaftlichen Faktor (n — l)ter Stufe 
bringen lassen. Es sei daher 

B = b.E, C = c.E. 
Dann sei 

Af Ai 

— lb = bi ; T-c= cj, also A^ .(b -f- c) = A.(bi -f- C|), 

SO ist auch noch, wenn man diese Gleichung mit E multiplicirt, 

Ai.(b + c) .E = A.(bi + c,) .E 



oder 



oder 



Ai-(b.E + c.E) = A.(bt.E -f- Ci.E) 
••) ...^(B + C) — bj.E + Ci.E. 



A 

Es ist aber, wenn man die Gleichungen, durch welche b^ und C| be- 
stimmt wurden, in Produktform darstellt und mit E multiplicirt, 

Ai.b.E=aA.b| .E; Ai.c.EssA.Ci.E 
also 

^B=b,.E 
A 
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und auf dieselbe Weise 

Diese Ausdrücke ^ bi . E und c^ . E in die obige Gleichung * *) sub- 
stituirt, bat man 

6ilt nun die multiplikative BeziehuAg für reale Smcnmen, so gilt 
sie auch für formale, weil diese ihrem Begriffe nach nur durch jene 
bestimmt sind; da nämlich dann B -f- C keine Ausdehnung darstellt, 
so hat auch 

nur die formelle Bedeutung, dass es 

gesetzt werde. Es gilt also die multiplikative Beziehung für diese 

Ausdrücke l-^ etc. J allgemein, und ihre Verknüpfung, wie wir sie 

aufgefasst haben, ist als wahre Multiplikation zu fassen. Alsp ist auch 

-7- selbst ein wahrer Quotient*). 
A 

§ 67. Um eine anschaulichere Idee des Quotienten zu gewinnen, 

gehen wir zunächst von Strecken aus ; es seien a und b von einander 

unabhängig, und 

— = 7^ oder ai . b «= a . bi, 
a b 

60 hat man aus der letzten Gleichung 

&i . b -j- bi . a ^ o, 

oder da man dem zweiten Faktor Stücke hinzuftlgen darf, die dem 

ersten gleichartig sind, 



*) Da die Stnfenzshl des Quotienten die Differenz ist zwischen den Stafen- 

zahlen des Dividend und Divisor, so ist-r-^ als Ausdehnnngs-Ghrösse 0-ter Stnfe 

A 

m fassen, was auch damit übereinstimmt, dass wenn eine Ausdehnung mit 

ihr multiplicirt wird, sich deren Stufenzahl nicht ändert. 
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ai . (a -f- b) -|- bi . (a -f- b) = o, 

(ai +bi).(a + b; = o, 
d. h. (a -(- b) und (a^ -f- bj) sind gleichartig oder können als Theile 
desselben Systems erster St. aufgefasst werden. Nacb der Erzeugungs- 
weise des Systems erster St. mussten dann a^ und b^ entsprechende 
Theile von a und b sein. Schreibt man nun die ursprüngliche 
Gleichung als Proportion 

aj[ : a =s bj : b, 
so gelangt man zu dem Satze : Vier Strecken stehen in Proportion, 
wenn die erste von der zweiten der entsprechende Theil ist, wie die 
dritte von der vierten. Nach dem Begriff des Quotienten zweier gleich- 
artiger Grössen bleibt der Werth desselben ungeändert, wenn man 
Dividend und Divisor mit derselben unabhängigen Ausdehnung multi- 
plicirt, den Quotienten erweitert ; nämlich wenn 



ist, so ist auch 



Sil *^ 


— a 


.bi; 


also — 
a 


öl 

b 


at. 


E.b. 


= a 


• E.b), 


also 


»1 
a . 


.E 
E 


b, 
•b' 


also — 


»1 

• 

a 



Somit kann man auch jedes Yerhältniss durch eine beliebige Aus- 
dehnung erweitem. Nun können wir sagen, dass a^ . E von a . E der ' 
entsprechende Theil ist , wie aj^ von a, und somit haben wir den all- 
gemeinen Satz : Vier Grössen stehen in Proportion, wenn die erste von 
der zweiten der entsprechende Theil ist, wie die dritte von der vierten. 
§ 68. Wir haben nun die Verknüpfungen dieser neu ge- 
wonnenen Grössen, die wir Zahlengrössen nennen, sowohl unter sich, 
als mit den Ausdehnungsgrössen darzustellen. Die multiplikative 
Verknüpfung derselben mit den Ausdehnungsgrössen haben wir dar- 
gestellt, und ihre Beziehung zur Addition gesichert. Wir haben 
nun die rein multiplikativen Gesetze dieser Verknüpfung, d. h. die 
Vereinbarkeit und Vertauschbarkeit der Faktoren zu untersuchen. 
Es ergiebt sich, dass man in einem äusseren Produkt, worin Zahlen- 
grössen vorkommen , diese jedem beliebigen Faktor zuordnen kann 

a« 
ohne den Werth des Resultates zu ändern. In der That ist, — mit 

a 

a bezeichnet. 
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a(B.C) = (aB).C. 

Denn es sei «B oder «^B-B,, oder 

a 

&i .Basa.B], 

80 hat man durcli Multiplikation mit C 

ai.B.C — a.Bi.C; 

also auch nach der Definition 

^(B.C) — Bi. Coder 

a 

a(B.C)=.(aB).C. 
Was die Yertauschbarkeit anbetriff);, so ist die Bedeutung des Aus- 
drucks Aa , wo A eine beliebige Ausdehnung , a aber eine Zahlen- 
grösse ist , noch nicht festgesetzt ; und wir können diese Bedeutung 
nach der Analogie bestimmen. Nämlich da die Ausdehnungsgr5sse 
nullter Stufe als Ausdehnungsgrösse von gerader Stufe erscheint, eine 
solche aber in einem äusseren Produkt beliebig geordnet werden darf, 
so können wir feststellen, dass unter Aa dasselbe verstanden sein 
solle, wie unter aA, woraus dann folgt, 

„dass die Stellung einer Zahlengrösse innerhalb eines äusseren 

Produktes ganz gleichgültig ist.*' 
Was endlich den Quotienten einer Ausdehnimg durch eine Zahlen- 
grösse betrifft, so ist dessen Bedeutung aus dem allgemeinen Begriff 
der Division sogleich klar, und die Eindeutigkeit dieses Quotienten, 
80 lange der Divisor nicht wird, ergiebt sich leicBt. In der That 
es sei 

B Y a 

a 9.1 

wo a von B unabhängig sei, so hat man 

et X 5^ B, — X = B, a . X ^ a| . B, 

nnd wir haben oben gezeigt, dass es nur Einen mit B gleichartigen 
Werth X giebt, welcher dieser letzten Gleichung genügt, während 
jene Oleichartigkeit in den vorhergehenden Gleichungen ausge- 
sagt ist. 

§ 69. Zu dem Begriffe des Produktes mehrerer Zahlengrössen ge- 
langen wir vom fortschreitenden Produkte aus. Setzen wir das Produkt 

P.«/^ — Pi, ') 
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wo die Ansdebniing P mit den Zahlengrössen a, ß, /, .... fort- 
schreitend, d. h. so multiplicirt werden soll, dass das Resultat 
jeder früheren Multiplikation mit der nächstfolgenden Zahlengrösse 
multiplicirt wird: so entsteht die Aufgabe, eine Zahlengrösse zu finden, 
mit welcher P multiplicirt sogleich dasselbe Resultat P^ gebe. 

Zu dem Ende seien a, /?, 7, . . . dargestellt in den Formen ---^, — ^, 

A B 

Q 

pp . . . . , so dass P, A, B, C . . • . alle von einander unabhängig seien. 

Multiplicirt man dann beide Seiten der obigen Gleichung *) mit 
A . B . C . . . , so kann man nach dem vorigen § die Zahlengr^Sssen 

ABC 

a, i?5 y . . . oder -7^, =r-, 77-, . . . jedem beliebigen dieser Faktoren zu- 

ABU 

ordnen, also auch -r— dem A u. s. w., imd erhält dadurch 

A 

F . A^ . B| . (J^ .... ^s x| • A • B • • • • 

Also ist, da Pi dem P gleichartig ist, nach der Definition des 

Quotienten 

Somit haben wir das Gesetz, dass 

A^Bj Cj Ai . Bi . Ct . . . ^^ 

''ABC • •"" A.B.C.... 
ist, zunächst zwar nur, wenn P von A . B . C . . . unabhängig ist, aber 
demnächst auch, wenn P hiervon abhängig ist. Um dies zu zeigen, 
stellen wir zuerst die Zahlengrössen a, /?, 7 . . . oder die Quotienten 

^ (^etc.)dar, 

hängig ist, so werden wir nim das obige Gesetz anwenden können, und 
eine Zahlengrösse ^ erhalten, welche statt der fortschreitenden Fak- 
toren -r^, . . . (oder -7- • • • •) gesetzt werden kann und welche gleich 

^ ' ^ ' 1 ' » » ' j^^^ Nimmt man nun eine Ausdehnung Q zu Hülfe, 

welche sowohl von A . B . C als auch von diesen neuen Grössen 

A.B.r.., unabhängig ist, so ergiebt sich Q aßy vermöge 

der ersten Grössen gleich 



^ . . . . in neuen Formen( — etc. 1 dar, sodassPvon^.£.F....unab- 
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Q 



A| • MJ\ • L/| • • • 



vermöge der zweiten aber gleich 
Also ist 

^1 • JD| ,Kj^ * • » 
A • Jj* O • • • • 

Nun war aber 

vermöge der zweiten Reihe von Formen, also ist auch vermöge des 
gefundenen Werthes für f 

ABC ••" A.B.C.... • 

Es ist also das obige Gesetz in seiner ganzen Allgemeinheit be- 
wiesen. 

§ 70. Hieraus gehen sogleich zwei für die Verknüpfung der 
Zahlengrössen höchst wichtige Folgerungen hervor, nämlich erstens, 
dass, wenn für irgend eine Grösse P die fortschreitende Multipli- 
kation mit mehreren Zahlengrössen a, ß, y ,,, durch die Multipli- 
kation mit einer bestimmten Zahlengrösse q ersetzt wird, dies auch 
für jede andere Grösse gilt, die statt P gesetzt wird, indem nämlich 
der für q im vorigen § gewonnene Ausdruck gänzlich unabhängig 
ist von P, und nur von den Zahlengrössen a, /?, . . . abhängt ; zweitens 
dass die Zahlengrössen auch beliebig unter sich vertauscht werden 

A B 
können, weil man in dem Produkt . ^' * im Zähler und Nenner 

A.B . .. 

gleiche Vertauschungen vornehmen kann , indem dadurch in beiden 

gleiche Zeichenänderungen, also für den Werth des Quotienten gar 

keine hervorgeht. Die erste dieser Folgerungen berechtigt uns, das 

Produkt aßy . . . selbst gleich q zu setzen. Also : 

„Unter dem Produkte mehrerer Zahlengrössen ist diejenige 
Zahlengrösse zu verstehen , welche in ihrer Multiplikation mit 
irgend einer Ausdehnung dasselbe Eesultat liefert, als wenn diese 
Ausdehnung fortschreitend mit den Faktoren jenes Produktes 
multiplicirt wird. " 

Hiemach ist also, wenn A, B, C . . . von einander unabhängig sind. 
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A.\ D^ Kyf A| • Jjf • L/j[ • • • . 

FFC~'"~A .B .c .../ 
Die zweite Folgerung, die wir vorher ableiteten, sagt nun aus, dass 
man Zahlengrössen als Faktoren unmittelbar vertauschen könne. 

§ 71. Um nun die Geltung aller Gesetze arithmetischer Mul- 
tiplikation und Divisen (s. § 6) fttr die Zahlengrössen nachzuweisen, 

haben wir noch die Eindeutigkeit des Quotienten — , so lange a nicht 

CK 

null ist , darzuthim. Es bedeutet nach der allgemeinen Definition 

ß 
analytischer Verknüpfungen — diejenige Grösse, welche mit cc multi- 

plicirt ß giebt ; es sei nun ay gleich ß, so haben wir zu zeigen, dass, 
wenn zugleich ay gleich ß sei, / nothwendig gleich / sein müsse, 
vorausgesetzt noch immer, dass cc nicht null sei. Es soll also, wenn 
A irgend eine Ausdehnung vorstellt, vorausgesetzt werden, dass 

Aß = A(ar)=A{ay) 
sei ; da man aber nach dem vorigen § statt mit dem Produkte, mit den 
einzelnen Faktoren multipliciren kann, so hat man auch 

(Aa);' = (Aa)/. 

Nun haben wir aber bei der Definition der Zahlengrösse fest- 
gesetzt, dass zwei Zahlengrössen, welche mit derselben Ausdehnung 
multiplicirt gleiches Eesultat geben, auch als gleich betrachtet wer- 
den müssen. Ist nun a nicht null, so ist Aa eine wirkliche Aus- 
dehnung, also nach der angeführten Bestimmung y = /, d. h. der 
Quotient zweier Zahlengrössen eindeutig, so lange der Divisor nicht 
null ist. Da nun auf der Yertauschbarkeit und Vereinbarkeit der 
Faktoren, wie auch auf der Eindeutigkeit des Quotienten in dem 
angegebenen Umfange, alle Gesetze arithmetischer Multiplikation 
xmd Division beruhen (§ 6) und dieselben Gesetze auch für die Ver- 
knüpfung der Zahlengrössen mit den Ausdehnungen gelten (§ 68), so 
ergiebt sich, dass 

„alle Gesetze arithmetischer Multiplikation und Division fttr die 

Verknüpfung der Zahlengrössen unter sich und mit den Aus- 

dehnungsgrössen gelten." *) 

*) Wir entlehnen dabei nichts aus der Arithmetik, als nur den Namen, 
indem wir die Gesetze dieser Verknüpfungen in der allgemeinen Formenlehre 
§ 6 unabhängig dargethan haben. 
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Hierdarch ist nun zugleich der wesentliche Zusammenhang 
zwischen der arithmetischen und der äusseren Multiplikation darge- 
than, indem jene als specielle Gattung von dieser erscheint fiir den 
Fall nämlich, dass die Faktoren Ausdehnungsgrössen nullter Stufe 
sind. Wir bedienen uns daher flir die Multiplikation der Zahlen- 
grössen beliebig bald des Punktes bald des unmittelbaren Aneinander- 
schreibens, indem das letztere uns oft bequem ist, um die Klammem 
zu ersparen und dadurch die Uebersicht zu erleichtem. 

§ 72. Um zur Addition zweier Zahlengrössen (a und ß) zu ge- 
langen, haben wir zunächst den Ausdruck 

aC + /SC = Ci 
zu betrachten, und die Zahlengrösse zu suchen, mit welcher C mul- 
tiplicirt werden muss, damit derselbe Werth Cj hervorgehe. Zu 

dem Ende seien a, ß dargestellt in den Formen — und — , wo a 

a a 

von C unabhängig sei. Die obige Gleichung verwandelt sich dann in 

a a 

und durch die Multiplikation mit a in 

a| . C -(- a-a • C = a . Cj, oder (a^ -f" *a) • ^5 = a . Ci, 
also 



a 



Wir haben somit den Satz gewonnen, dass 

"a "^ a a 

sei, und zwar zunächst nur, wenn a von C unabhängig ist, aber auf 
dieselbe Weise wie in § 69 lässt sich dies auf den Fall der Abhängig- 
keit ausdehnen. Aus diesem Satze nun geht hervor, dass wenn 

aC4-/^C = yC 
ist, dann auch, weil der Ausdruck für / nur von a und ß und nicht 
von C abhängig ist, dieselbe Gleichung flir jeden Werth von C fort- 
besteht, und darin liegt die Berechtigung in diesem Falle a ^ ß 
gleich y zu setzen. Also wir setzen 

a + /^— y, 
wenn 
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ist, wo C irgend eine Ausdehnung bezeichnet, d. h. nach der De- 
finition ist 

„aC + /9C = (a + /^)C" 

Um nun diese Verknüpfung als wahre Addition nachzuweisen, 
haben wir die G-eltung der additiven Grundgesetze und der additiven 
Beziehung zur Multiplikation darzuthun. Zuerst liegt die Vertausch- 
barkeit der Stücke direkt in der Definition, da auch die Stücke aC> 
und ßQ vertauschbar sind. Um die Vereinbarkeit der Stücke nach- 
zuweisen gehen wir darauf zurück, dass 

(aC + /?C) + yC = aC+.(/?C + yC) 
ist ; diese Gleichung verwandelt sich, wenn man das in der Definition 
dargelegte Gesetz auf jeder Seite zweimal anwendet, in 

[(« + /?) + y] c=[« + (/? + y)] c, 

woraus folgt 

(« + /?) + y=« + (/? + y). 

Endlich ist auch das Kesultat der Subtraktion eindeutig. Denn 
wird der Werth von ß in der Gleichung 

a -[- ß = y 

gesucht, so erhalten wir, wenn a = — ,/?=—, ye=s-^ gesetzt wird, 

a a a 

nach dem obigen die Gleichung 

ai + a^ = ag, 
oder 

a^ j^ a3 — aj . 

Also hat a2 einen bestimmten Werth, also auch — oder /?, d.. h. 

a 

Y — a hat nur Einen Werth , das Eesultat der Subtraktion ist ein- 
deutig. Da somit die Grundgesetze der Addition und Subtraktion 
gelten, so gelten auch alle Gesetze derselben. 

§ 73. Es bleibt uns nur noch übrig, die Beziehung dieser 
Addition zur Multiplikation darzustellen, und zu zeigen, dass 

ist. Es ist nach der Definition des Produktes (§ 70) 

P.a(/^ + y)=Pa.OJ + y), 
wo der Punkt zugleich die Stelle der Klammem vertreten soll , der 
Ausdruck der rechten Seite ist aber nach dem vorigen § 

«Pa./^ + Pa.y 
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Also ist wiederum nach dem vorigen §, da 

P«(/^ + y) — P.a/^ + P.äy 
ist, auch a (yj -j- y) == a/9 -f- ay. Durch Verknüpfung dieses 
Resultates mit den früher gewonnenen gelangen wir nun zu dem 
allgemeinen Lehrsatze : 

„Alle Gesetze der arithmetischen Verknüpfungen gelten auch 
für die Verknüpfungen der Zahlengrössen unter sich und mit 
den Ausdehnungen ; und alle Gesetze der äusseren Multiplika- 
tion imd ihrer Beziehung zur Addition und Subtraktion bleiben 
bestehen , auch wenn man die Zahlengrösse als Ausdehnungs- 
grosse null-ter Stufe nimmt , nur dass das Resultat der Division 
mit ihr ein bestimmtes wird." 

Wenden wir den Begriff der Abhängigkeit, wie wir ihn in § 55 
für Ausdehnungen aufstellten , auch auf die Zahlengrössen an , als 
Ausdehnungsgrössen null-ter Stufe , so zeigt sich , dass diese immer 
unter sich und von allen Ansdehnungsgrössen unabhängig gedacht 
werden müssen, wenn nicht etwa eine dieser Grössen null wird. Die 
Null hingegen erscheint nach § 32 immer als abhängig. Auf der 
andern Seite erscheinen die Zahlengrössen stets als einander gleich- 
artig. 

§ 74. Da wir schon in den Anwendungen zu den vorigen 
Kapiteln der leichteren IJebersicht wegen die Zahlengrösse mit auf- 
genommen hatten: so bleibt uns hier nur noch übrig, die hier gewählte 
Methode auf die Geometrie anzuwenden. Es ist als ein wesent- 
licher Uebelstand bei den bisherigen Darstellungen der Geometrie 
zu betrachten , dass man bei der Behandlung der Aehnlichkeitslehre 
auf diskrete Zahlenverhältnisse zurückzugehen pflegt. Dies Ver- 
fahren , was sich zuerst leicht darbietet , verwickelt , wie wir schon 
oben andeuteten, bald genug in die schwierigen Untersuchungen 
über inkommensurable Grössen; und es rächt sich das Aufgeben 
des rein geometrischen Verfahrens gegen ein dem ersten Anscheine 
nach leichteres durch das Auftreten einer Menge schwieriger ünter- 
suchungen von ganz heterogener Art , welche über das Wesen der 
räumlichen Grössen nichts . zur Anschauung bringen. Allerdings 
kann man sich nicht der Aufgabe entziehen , die räumlichen Grössen 
zu messen und das Resultat dieses Messens in einem Zahlenbegriff 
auszudrücken. Allein diese Aufgabe kann nicht in der Geometrie 
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selbst hervortreten , sondern nur dann , wenn man ausgerüstet einer- 
seits mit dem Zahlenbegriff, andrerseits mit den ränmliclien An- 
schauiingen, jenen auf diese anwendet, also in einem gemischten 
Zweige, welchen wir im allgemeinen Sinne mit dem Namen der 
Messkunde belegen können, und von welchem die Trigonometrie 
ein besonderer Zweig ist. *) Bis auf diesen Zweig nun die Aehn- 
lichkeitslehre oder auch noch gar die Flächeninhaltslehre hinaus- 
schieben zu wollen, wie es zwar nicht der Form nach, aber dem 
Gehalte nach in der That bisher geschehen ist, hiesse die (reine) 
Geometrie ihres wesentlichen Inhaltes berauben. Nun finden wir 
zu dem Wege , den wir hier verlangen , in der neueren Geometrie 
mannigfache Vorarbeiten , in unserer Wissenschaft aber ist uns der 
Weg selbst aufs vollkommenste vorgezeichnet. 

§ 75. Es bieten sich hier zwei Ausgangspunkte dar, welche 
jedoch ihrem Wesen nach zusammenfallen, wie verschieden auch 
ihr Ausdruck klingen mag. Nämlich vier Strecken, von denen die 
beiden ersten und die beiden letzten unter sich parallel sind , aber 
nicht diese mit jenen, stehen in Proportion, nach der ersten Be- 
trachtungsweise, wenn das Spatheck aus der ersten und vierten 
gleich ist dem aus der zweiten imd dritten , nach der zweiten Be- 
trachtungsweise , wenn die Summe aus der ersten und dritten (im 
Sinne unserer Wissenschaft) parallel ist mit der Summe aus der 
zweiten und vierten. Schon aus der in § 67 geführten Entwickelung 
geht die wesentliche Uebereinstimmung beider Betrachtungsweisen 
hervor, indem wenn 

a^ . b =s a . bi 
war, daraus hervorging, dass 

(a, + b,).(aH-b) = 0**) 

d. h. beide Summen (a -|- b) und (ai -{- b^) parallel waren , und 
ebenso würde aus der letzten Gleichung die erste folgen; und es 



*) Die Zahlengrösse , wie wir sie in unserer Wissenschaft entwickelt 
haben, erscheint nicht als diskrete Zahl, d. h. nicht als eine Menge von 
Einheiten, sondern in stetiger Form, als Quotient stetiger Grossen, und 
setEt daher den diskreten Zahlenbegriff keinesweges voraus. 

**) Die Formeln sind hier nur Repräsentanten geometrischer Sätse, di« 
ein jeder leicht aus denselben herauslesen kann, s. Fig. 12, a. 



§ 76 Proportion in der Geometrie. 111 

ist also gleichgültig , von welcher der beiden Gleichungen wir die 
Gültigkeit der Proportion 

% : a «s b| : b 
abhängig machen. Wir wollen die zweite Betrachtungsweise als die 
geometrisch einfachere wählen und können dieselbe so ausdrücken : 
Wenn zwei Dreiecke parallele Seiten haben, so sagen wir, dass zwei 
beliebige parallele Seiten beider sich verhalten , wie zwei andere in 
entsprechender Folge genommen ; denn wenn a und b zwei Seiten 
des einen, und a^ und b^ die damit parallelen Seiten des andern 
sind , so sind eben dann imd nur dann a -{- b und a| -f- b| einander 
parallel. Hierbei ist wohl zu beachten, dass auf dieser Stufe* vier 
Strecken, als Strecken d. h. mit festgehaltener Länge und Kichtung 
aafge£Gtsst , nur dann als proportionirt erscheinen , wenn sie paar- 
weise parallel sind , und diese parallelen Strecken stellen wir dann 
in der Proportion auf die beiden ersten und auf die beiden letzten 
Stellen. 

§ 76. Der eigentliche Nerv der Entwickelimg beruht nun 
darin, die Proportion als Gleichheit zweier Verhältnisse nachzu* 
weisen, so dass, wenn 

a : a^ >B b : bi , und n^ 

araiascrCi 
ist, auch 

b : bi = c : Ci 

sei. Um den geometrischen Ausdruck dieses Satzes zu finden, 

setzen wir*) 

a =8 AB, aj = AC 

b — BD, bt = CE; 
dann würden , wenn die erste Proportion bestehen soll , die Punkte 
A , D , E eine gerade Linie bilden müssen, weil a -f- b, d. h. (AD) 
parallel sein soll, a^ -f- b], d. h. AE, ebenso sei 

c = BF, ci = CG, 
so werden wieder vermöge der zweiten Proportion die Punkte 
A , F , G eine gerade Linie bilden ; soll nun auch die dritte Pro- 
portion richtig sein , so müsste DF parallel mit EG sein ; es ist also 
zu zeigen , dass , wenn die Ecken eines Dreiecks in geraden Linien 
fortrücken, die sich in Einem Punkte scheiden, und zwei von den 



*) 8. Fig. 12, b. 
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Seiten parallel bleiben, auch die dritte parallel bleiben mitese. Dieser 
Satz ergiebt sich sogleich , wenu die beiden Dreiecke oder (was auf 
dasselbe zurückläuft) die drei Linien, in welchen sich die Ecken be- 
wegen , nicht in derselben Ebene liegen. In diesem Falle darf man 
nur durch je zwei der von A ausgehenden Linien eine Ebene ge- 
legt denken, und durch den Punkt C eine mit BDF parallele Ebene 
legen, so wird diese die drei ersten Ebenen in Kanten schneiden, 
welche mit den Seiten jenes Dreiecks BDF parallel sind, und wovon 
zwei mit CE und CG zusammenfallen ; somit wird auch die dritte 
mit EG zusammenfallen, also EG mit DF parallel sein. 

*§ 77. Liegen jene Linien in Einer Ebene, so hat man nur 
von B und C zwei ausserhalb der Ebene liegende einander parallele 
Linien zu ziehen , welche durch elae von A aus gezogene Linie in 
den Punkten H und I geschnitten werden. Dann ist nach dem 
Satze des vorigen § erstens HD parallel IE , zweitens HF parallel 
IG, also vermöge des Parallelismus dieser beiden Linienpaare wieder 
nach demselben Satze DF parallel mit EG. Somit haben wir all- 
gemein bewiesen, dass wenn die Ecken eines Dreiecks sich in 
geraden Linien fortbewegen, die durch einen Punkt gehen, und zwei 
Seiten parallel bleiben , auch die dritte es bleibt ; oder dass , wenn 
zwei Streckenpaare einem und demselben Streckenpaare proportio- 
nirt sind , sie auch unter einander proportionirt sein müssen , sobald 
die drei Streckenpaare 3 verschiedene Kichtungen darbieten. 

§ 78. Der Begriff einer Proportion zwischen vier parallelen 
Strecken hat in dem Vorigen noch keine Bestimmung erfahren. 
In der That ist dieser Fall, obgleich arithmetisch der einfachste, 
doch geometrisch der verwickeltste , sofern zu 3 parallelen Strecken 
die vierte Proportionale geometrisch nur durch zu Hülfe nehmen 
einer neuen Eichtung erfolgt. Nach dem Princip der im vorigen 
§ geführten Entwickelung haben wir ein Streckenpaar einem ihm 
parallelen als proportionirt zu setzen , wenn beide einem und dem- 
selben Streckenpaare proportionirt sind ; denn sind sie es mit Einem 
solchen , so sind sie es nach dem vorigen § auch mit jedem andern, 
welches dem vorher angenommenen selbst proportionirt ist. Es gilt 
somit , wenn wir diese Definition noch zu Hülfe nehmen , allgemein 
der Satz, dass zwei Streckenpaare, welche einem imd demselben 
Streckenpaare proportionirt sind, es auch unter einander sein müssen. 
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Somit kennen wir auch die Proportion, wie wir ihren Begriff 
geometrisch bestimmten, in der That als Gleichheit zweier Aus- 
drücke darstellen, deren jeden wir ein VerhiÜtniss nennen. Greome- 
trisch sagt dies Resultat, indem man die proportionirten Strecken 
an Einen Punkt anlegt, zunächst nur aus, dass wenn die Ecken eines 
Dreiecks oder überhaupt eines Vielecks sich in geraden Linien 
bewegen, die durch Einen Punkt gehen, und die übrigen Seiten 
dabei sich parallel bleiben, auch die letzte sich parallel bleiben 
müsse , und eben so jede Diagonale. Oder betrachtet man dies sich 
ändernde Vieleck in zweien seiner Zustände , so hat man den Satz : 
„Wenn die geraden Linien, welche die entsprechenden Ecken zweier 
Vielecke von gleicher Seitenzahl verbinden, durch Einen Punkt 
gehen, und alle entsprechenden Seitenpaare bis auf eines parallel 
sind, so muss auch dies eine Paar parallel sein.^ Jene Vielecke 
heissen dann bekanntlich „ähnlich und ähnlich liegend ,^^ jener Eine 
Punkt ihr „Aehnlichkeit8punkt^^ Umgekehrt ergiebt sich, dass zwei 
Dreiecke , welche parallele Seiten haben , auch ähnlich und ähnlich 
liegend sind, oder dass die geraden Linien, welche ihre ent- 
sprechenden Ecken verbinden , durch Einen Punkt gehen. Hieraus 
wieder folgt , dass in ähnlichen und ähnlich liegenden Figuren die 
Durchschnittspunkte zweier entsprechender Diagonalenpaare mit 
dem Aehnlichkeitspunkte in Einer g. L. liegen und überhaupt , dass, 
wenn man die Verbindungslinien entsprechender Punktenpaare und 
ebenso die Durchschnittspunkte entsprechender Linienpaare als ent- 
sprechend setzt, dann jedesmal in ähnlichen imd ähnlich liegenden 
Figuren je zwei entsprechende Punkte mit dem Aehnlichkeitspunkte 
in gerader Linie liegen , je zwei entsprechende Linien aber parallel 
sind. Hiermit sind dann die Sätze für die Aehnlichkeit , so weit 
man sie auf dieser Stufe (ohne den Begriff der Länge aufzunehmen) 
ableiten kann, entwickelt, und überall auf dem Begriff des Aehnlich- 
keitspunktes basirt. Es ist aber auch leicht abzusehen , wie dem 
ganz entsprechend , wenn man noch den Begriff der Länge , wie es 
in der Geometrie gewöhnlich geschieht , sogleich mit aufnimmt , alle 
Sätze der Aehnlichkeit selbst genau in der Form , in welcher man 
sie gewöhnlich aufstellt , dargestellt werden können , ohne dass man 
irgend den Begriff der Zahl aufzunehmen Ursache hätte. Auf die 

weitere Darlegung dieses Gegenstandes kann ich mich um so 

8 



^ I 
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wtoiger einlassen , da die Untwickelnng dem zweiten Theile dieses 
Werkes piurallel gehen würde. 

§ 79. Nachdem wir so das Princip der Entwickelung für die 
Geometrie dargelegt haben , können wir uns wohl der Mühe über- 
heben , die Entwickelung noch auf die Proportionalität der Flächen- 
räume auszudehnen. Auch erscheint es überflüssig, für die 
Verknüpfungen der Zahlengrössen , wie wir sie in der abstrakten 
Wissenschaft formell bestimmt haben, noch die entsprechenden Sätze 
der Geometrie aufzustellen , da dieselben ihres Formalismus wegen 
nur für die Analyse eine Bedeutimg haben, und mehr als blosse analy- 
tische Abkürzungen erscheinen, als dass sie» eigenthümliche räum- 
liche Verhältnisse darlegten. Interessant ist es noch zu bemerken, 
wie bei der rein geometrischen Darstellung wie auch in der ab- 
strakten Wissenschaft die Betrachtung vom Räume aus zur Ebene, 
und dann erst von dieser zur geraden Linie führt , und dass somit 
diejenige Betrachtung , in welcher alles räumlich aus einander tritt, 
sich räumlich entfaltet , auch als die der Raumlehre eigenthümliche 
und für sie als die einfachste erscheint , während , wenn die Gebilde 
in einander liegen, dann auch alles noch verhüllt erscheint, wie der 
Keim in der Knospe , imd erst seine räumliche Bedeutung gewinnt, 
wenn man das Ineinanderliegende in Beziehung setzt zu dem räum- 
lich Entfalteten. 



Fttnftes Kapitel. 

Gleichungen, Projektionen. 

§ 80. Nachdem wir in den vorigen Kapiteln die Ver- 
knüpfungsgesetze kennen gelernt haben , welchen die Ausdehnungs- 
grössen unterliegen, so bleibt uns nun Übrig, diese Gesetze auf 
die Auflösung und Umgestaltung der Gleichungen , welche zwischen 
solchen Grössen stattfinden können, anzuwenden. Da die Glieder 
auf beiden Seiten einer Gleichung als zu addirende oder zu sub- 
trahirende alle von gleicher Stufe sein müssen , so können wir der 
Gleichung selbst diese Stufenzahl beilegen, und also unter einer 
Gleichung n-ter Stufe eine solche verstehen, deren Glieder von 
n-ter Stufe sind. Zunächst haben wir uns nun die Frage zu stellen. 
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was für Umgestaltimg<eii wir mit salchen Gleichungen vornehmen 
dürfen , oder wie wir andere Gleichungen daraus ableiten können^. 
Dass man die Glieder derselben mit Aendernng der Vorzeichen 
von einer Seite auf die andere bringen kann , ist klar , und es fragt 
sich also nur noch nach den Umgestaltungen, welche eine Gleichung 
durch Multiplikation und Division erleiden kann. Dabei wollen 
wir annehmen , dass alle Glieder auf dieselbe (linke) Seite gebracht 
seien , und also die andere (rechte) Seite gleich Null ist. Nun ist 
klar, dass, wenn man beide Seiten der Gleichung mit einer und 
derselben Ausdehnungsgrösse multiplicirt , dann die rechte Seite 
null bleibt, auf der linken aber statt der ganzen Summe die einzelnen 
Glieder multiplicirt werden können. Man kann also, indem man 
alle Glieder einer Gleichung jedesmal mit derselben Ausdehnungs- 
grosse multiplicirt, eine Reihe neuer Gleichungen aus derselben 
ableiten, welche im Allgemeinen (wenn der hinzutretende Faktor 
nicht etwa von nuUter Stufe ist) von höherer Stufe sind als die 
gegebene. Ist die gegebene Gleichung von m-ter Stufe , und ist das 
System, welchem alle Glieder angehören, und welches wir das 
Hauptsystem der Gleichung nennen , von n-ter Stufe , so kann 
man insbesondere jene Gleichung mit einer Ausdehnung von er- 
gänzender d. h. von (n-m)ter Stufe, welche gleichfalls dem 
Hauptsysteme angehört, multipliciren , und erhält dadurch eine 
Gleichung von n-ter Stufe , deren Glieder alle einander gleichartig 
sind. Hiemach kann man also aus jeder Gleichung , deren Glieder 
ungleichartig sind, insbesondere eineEeihe von Gleichimgen ableiten, 
deren jede lauter gleichartige Glieder enthält. 

§ 81. Obgleich man nun aus eiaer Gleichung beliebig viele 
Gleichungen höherer Stufen ableiten kann , so kann man doch nicht 
umgekehrt aus einer der letzteren die ursprüngliche Gleichung 
herstellen. In der That, wenn man aus der ursprünglichen 
Gleichung 

^ = 0, 
in welcher Ä ein Aggregat von beliebig vielen Gliedern bedeutet, 
durch Multiplikation mit einer beliebigen Ausdehnung L eine neue 
Gleichung 

A.L = .. 

abgeleitet hat ; so folgt nun , wenn nur die Richtigkeit der letzten 

8* 
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Gleichung gegeben ist, keinesweges daraus die Richtigkeit der 
ersteren ; vielmehr folgt aus jener letzten nur 

in welcher nach dem vorigen Kapitel -=r- jede von L abhängige 

Li 

Grösse, die Null mit eingeschlossen, darstellt. Die Gleichung A =» 
wird sich daher nur dann ergeben , wenn vorausgesetzt ist , dass A 
keinen von L abhängigen geltenden Werth habe , oder mit andern 
Worten , wenn die Glieder , als deren Summe A gedacht ist , einem 
von L unabhängigen Systeme angehören; d. h. „wenn die Glieder 
einer Gleichung alle einen gemeinschaftlichen Faktor L auf 
derselben Stelle haben , und die sämmtlichen übrigen Faktoren aller 
Glieder einem von diesem gemeinschaftlichen Faktor unabhängigen 
Systeme angehören , so kann man den Foktor L in allen Gliedern 
weglassen." 

§ 82. Durch Verknüpfung der Verfahrungsarten der beiden 
vorigen Paragraphen gelangen wir nun zu einem Verfahren, um aus 
einer Gleichung andere Gleichungen derselben Stufe abzuleiten. 
In der That ist 

A-}-B4-.... = 
die ursprüngliche Gleichung, so erhalten wir durch Multiplikation 
mit L (nach § 80) die Gleichung 

A.L-}-B.L-}-...«=0. 

Wollen wir nun hierauf das Verfahren von § 81 anwenden, 
yjjSL den Faktor L wegzuschaffen , so müssen wir die Glieder dieser 
Gleichung in solcher Form darstellen, dass die Faktoren, mit 
welchen L multiplicirt ist , insgesanmit einem von L unabhängigen 
Systeme angehören. Es sei G ein solches System und A' , B\ . . . 
seien Ausdehnungen, welche diesem System angehören, tmd die 
Beschaffenheit haben, dass 

A . li «=A . L, B . L ^= B . L, . . . • 
sei, so hat man die Gleichung 

A'.L + B'.L+.,,.«.0, 
imd daraus nach dem vorigen § • 

A' + B'+.,-.=0, 
eine Gleichung, welche von derselben Stufe ist, wie die Ursprung- 
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liehe. Ein jedes Glied der letzten Gleichung ist aus dem ent- 
sprechenden der ersten dadurch hervorgegangen , dass man in dem 
Systeme G eine Grösse gesucht hat , welche mit einer von G unab- 
hängigen Grösse L mnltiplicirt dasselbe giebt, wie das entsprechende 
Glied der ursprünglichen Gleichung, und es zeigt sich sogleich, 
dass , wenn eine solche Grösse möglich ist , auch immer nur Eine 
möglich sei. Nimmt man n&mlich zwei solche an , etwa A' und A!\ 
welche aus A auf die angegebene Weise entstanden sein sollen , so 
müssen sie nach der Voraussetzung mit L mnltiplicirt gleiches 
Resultat geben (nämlich AL) ; wir erhalten also die Gleichung 

A'.L — A",L 

und da das System G, welchem A' und A" angehören, von L 
unabhängig sein soll, so kann man nach § 81 hier L weglassen und 
hat 

A' = A", 

d. h. beide Werthe fallen in Einen zusammen ; es ist also in der 
That nxtr Eine solche Grrösse möglich. Wir nennen hier A' die 
Projektion oder Abschattung *) , A die projicirte oder abgeschattete 
Grösse , G das Grundsystem , das System L das Leitsystem , und 
sagen , dass A' die Projektion oder Abschattung von A auf G nach 
(gemäss) dem Leitsystem L sei. Also „unter der Projektion oder 
Abschattung einer Grösse (A) auf ein Grundsystem (G) nach einem 
Leitsysteme (L), verstehen wir diejenige Grösse, welche dem Grund- 
systeme angehörend, mit einem Theil des Leitsystems gleiches 
Produkt liefert, wie die projicirte oder abgeschattete Grösse (A)." 
Wir können somit den im Anfange dieses § entwickelten Satz in der 
Form aussprechen : 

„Eine Gleichung bleibt als solche bestehen, wenn man alle 
ihre Glieder in demselben Sinne abschattet (projicirt);^ 

oder auch , wenn man Ein Glied auf die eine Seite allein geschafft 

denkt, 



*) Die Namen Projektion and Abschattnng sollen nicht tiberall 
dasselbe bedeuten , ihr Unterschied wird aber erst im zweiten Abschnitte 
dieses Theiles heraustreten ; auf die hier betrachteten Grössen angewandt« 
fallen beide Begriffe zusammen. 
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„die Abschättang (Projektion) einer Summe ist gleich der 
Summe aus den Abschattungen der Stücke." *) 
§ 83. Um der Betrachtungsweise eine grössere Anschaulich- 
keit zu geben , haben wir zu untersuchen , wann die Abschattung 
null, und wann sie unmöglich wird. Soll die Abschattung A' null 
werden, -so muss auch, da 

A .L= A. L 
ist , das Produkt A . L null, d. h. A von L abhängig sein ; aber auch 
umgekehrt , herrscht diese Abhängigkeit , so muss, weil das System, 
dem jeder geltende Werth von A' angehören soll , von L unabhängig 
ist , also das Produkt A' . L nicht gleich null machen kann , A' selbst 
null sein. Also ist die Abschattung dann , aber auch nur dann null, 
wenn die abgeschattete Grösse vom Leitsystem abhängig ist. Da 
endlich jede dem Systeme G angehörige Grösse , mit L multiplicirt, 
dem Systeme G . L angehören muss , so wird A' . L , also auch das 
ihm Gleiche A . L, nothwendig dem Systeme G . L angehören , wenn 
die Abschattung möglich sein soll ; wobei der Nullwerth, wie immer, 
als jedem beliebigen Systeme angehörig und von ihm abhängig be- 
trachtet wird. Aber auch umgekehrt, wenn A.L dem Systeme 
G . L angehört , so ist die Abschattung allemal möglich ; denn wenn 
A . L nicht ntdl ist , und es dem Systeme G . L angehört , so müssen 
die einfachen Faktoren von A . L sich als Summen von Stücken dar- 
stellen lassen , welche denen von G . L gleichartig sind ; also muss 
dann namentlich A sich auf diese Weise darstellen lassen; aber 
diejenigen Stücke , welche mit den Faktoren von L gleichartig sind, 
kann man , ohne den Werth des Produktes A.L zu ändern , weg- 
lassen ; thut man dies , und nennt die so gewonnene Grösse , welche 
nun statt A eintritt , A', so sind die Faktoren von A' nur von 6 ab- 
hängig, A' gehört also zugleich dem Systeme G an , ist also die Ab- 
schattung von A; ist aber A.L gleich null, so haben wir schon 
nachgewiesen, dass die Abschattung auch null, also möglich ist. 
Somit hat sich ergeben , dass die Abschattung allemal dann , aber 
auch nur dann , möglich ist , wenn das Produkt der abgeschatteten 



*) Ich ziehe in dem Ausdruck der Sätze den Kamen Abschattung vor, 
weil in dieser Form die Sätze allgemein sind , und auch für die später zu 
entwickelnden Grössen bestehen bleiben. 
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Grösse in das LeitsTstem dem Produkte des Grandsystems in das 
Leitsystem angehört. — Da , wenn A . L nicht null ist , die an|^e- 
führte Bedingung mit der Bedingung identisch ist, dass A dem 
Systeme G .L angehöre, so können wir die Resultate dieses § auch 
in folgendem Satze zusammenfassen : 

„Ist die abzuschattende Grösse von dem Leitsysteme abhängig, 
so ist die Abschattung ; ist sie davon unabhängig , so hat die 
Abschattung allemal dann einen geltenden Werth, wenn die 
abzuschattende Grösse dem aus dem Grund- und Leitsysteme 
zusammengesetzten S3rsteme angehört;' in jedem andern Falle 
ist sie unmöglich." 

Wenden wir den Begriff der Abschattung auch auf die Ghrössen 
null-ter Stufe d. h. auf die Zahlengrössen an , so haben wir nur zu 
beachten , dass die Allgemeinheit der Gesetze es erfordert, dieselben 
als jedem beliebigen Systeme angehörig , aber , wenn sie nicht null 
sind , als von ihnen unabhängig zu betrachten (s. Kap. 4). Daraus 
geht dann hervor , dass die Zahlengrössen bei der Abschattung sich 
nicht ändern. 

§ 84. Wir gehen nun zur Abschattung eines Produktes über, 
nm dieselbe mit den Abschattnngen seiner Faktoren zu vergleichen. 
Es sei A . B das Produkt , A' und B' die Abschattungen von A und 
B auf das Grundsystem G nach dem Leitsystem L , so hat man die 
Gleichungen 

A'.L = A.LundB'.L = B.L, 

Die Abschattung des Produktes A.B wird nun diejenige 
Grösse sein, welche, dem Systeme G angehörend, mit L multiplicirt 
ein Produkt giebt, welches gleich A . B . L ist. Da nun A . L gleich 
ist A' . L , so kann ich in dem Produkte A . B . L statt A den Werth 
A' setzen, wie sich sogleich durch zweimalige Vertauschung und 
Zusammenfassung ergiebt. *) Somit erhalte ich 



*) In der That kann ich A . B . L entweder gleich A . L . B oder gleich 
^A.L.B set^sen, dann die Falctoren A • L zu einem Produkt zusammen 
fassen, statt dieses Produktes das ihm gleiche A .L setzen, und dann die 
vorige Ordnung^ wiederherstellen, wobei, wenn das mtnti.9-Zeichen ein- 
^treten war, sich nothwendig das ursprüngliche Zeichen wiederherstellt. 
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A.B.L = A.B.L=:A'.B'.L, 

letzteres , weil B . L gleich ist B' . L. Da nim A' und B' beide dem 
Systeme G angehören , so gehört auch A' . B' ihm an , und da zu- 
gleich, wie wir eben zeigten, 

A.B.L — A'.B'.L 

ist , so ist in der That A' . B' die Abschattung von A . B ; also hat 

man den Satz : 

„Die Abschattung eines Produktes ist das Produkt aus den 
Abschattungen seiner Faktoren, wenn alle Abschattungen in 
demselben Sinne genommen (d. h. Grundsystem und Leitsystem 
dieselben) sind;^ 

oder mit dem früheren Resultate zusammengefasst : 

„Eine richtige «Gleichung bleibt richtig, wenn man ihre 
Glieder , oder die Faktoren ihrer Glieder , alle in demselben 
. Sinne abschattet.^ 
Hat man ins Besondere die Gleichung 

A« = «A, oder -r— = a, 

A 

wo a eine Zahlengrösse bezeichnen soll , so folgt daraus , wenn A'| 
und A' die Abschattungen von A| und A sind, die Gleichung 

A'i a= aA' oder ^r " «> 

d. h. der Werth eines Quotienten zweier gleichartiger Grössen 
ändert sich nicht , wenn man statt derselben die in gleichem Sinne 
genommenen Abschattungen setzt. Oder allgemeiner sucht man 

A 

die Abschattung eines Quotienten— -> so hat man, da dieser Quotient 

• B 

jede Grösse C bezeichnet, welche der Gleichung 

C.B = A 

genügt, durch Abschattung der einzelnen Faktoren in gleichem Sinne 

die neue Gleichung 

C'.B' — A'oderC— 4» 

.B 

d. h. statt einen Quotienten abzuschatten, kann man Zähler und 

Nenner in demselben Sinne abschatten. Fassen wir daher Addition, 

Subtraktion, äussere Multiplikation und Division unter dem 
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allgemeinen Begriffe der Gmndverknüpfiangen zusammen, so können 

« 

wir den allgemeinen Satz aufstellen, welcher die £rülieren in sich 
schliesst : 

„Statt das Ergebniss einer Grundverknüpfong abzuschatten, 
kann man deren Glieder in demselben Sinne abschatten.^ 
§ 85. Es bietet sich uns hier die Aufgabe dar, die Ab- 
schattung analytisch auszudrücken , wenn die Grösse , welche abge- 
schattet werden soll , und der Sinn der Abschattung , d. h. Grund- 
system und Leitsystem gegeben sind. Doch beschränken wir uns 
hier nur auf den Fall, dass die abzuschattende Grösse mit dem 
Grrundsysteme von gleicher Stufe ist, indem die Lösung im allge- 
meineren Falle zwar auch schon hier leicht zu bewerkstelligen ist, 
jedoch zu einem Ausdrucke führen wflrde , der an Einfachheit dem 
später zu entwickelnden Ausdrucke (s. Abschn. II Kap^ 4) sehr 
nachstehen würde. Es sei A die abzuschattende Grösse, L ein 
Theil des Leitsystems , G des Grundsystems , und A und G seien 
von gleicher Stufe , so wird die Abschattung A' mit G gleichartig 
sein müssen, also 

A' — xG 

gesetzt werden können, wo x eine Zahlengrösse ist. Multiplicirt 
man diese Gleichung mit L, so hat man 

A' . L =« xG . L 

oder da A' . L nach dem Begriff der Abschattung gleich A . L ist, so 
hat man 

A . L «= xG . L, also x = * 

br .L 

imd daraus 

A' = ^^G 
^ G.L^' 

was der gesuchte analytische Ausdruck ist. Den Wortausdruck 
dieses Besultats versparen wir uns bis zur Behandlung des allge- 
meinen Falles. ^ 

§ 86. Dagegen müssen wir den Faden wieder anknüpfen, den 
wir oben (81) fallen Hessen. Wir hatten nämlich dort gezeigt, wie 
man zwar aus einer Gleichung 

A4-B+...=0 
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durch Multiplikation mit einer beliebigen Ausdehnung L eine neue 
Gleichung 

A.L + B.L4-...==0 
ableiten , aber aus dieser im Allgemeinen nicht wieder die ursprüng- 
liche herleiten könne; es kommt also jetzt darauf an, aus jener 
Gleichung einen Verein von Gleichungen dieser Art abzuleiten, 
welcher jene eine ersetze , d. h. aus welchem sich jene erste wieder- 
um ableiten lässt. Ins Besondere liess sich der Faktor L so aus- 
wählen, dass nach der Multiplikation der einzehien Glieder mit 
diesem Faktor eine Gleichung aus lauter gleichartigen Gliedern 
hervorging, und da solche Gleichungen als die einfachsten er- 
scheinen , so wird es besonders darauf ankommen , jene erste 
Gleichung durch Gleichungen dieser Art zu ersetzen. *) Die Ent- 
wickelung der folgenden Paragraphen zeigte, wie die Gleichung 

A.L + B.L4- = 

ersetzt werden konnte durch eine Gleichung zwischen den Ab- 
schattungen auf ein und dasselbe Grundsystem nach dem Leitsystem 
L, also, wenn A', B\ . . solche Abschattungen von A, B . . . darstellen, 
durch die Gleichung 

A'4-B'+... = 0; 
und die Aufgabe, die wir uns stellten, ist also identisch mit der, 
eine Gleichung zu ersetzen durch einen Verein von Gleichungen, 
welche durch Abschattungen der ersteren hervorgehen, und nament- 
lich eine Gleichung zwischen ungleichartigen Gliedern durch solche 
Abschattungsgleichungen , deren Glieder alle gleichartig sind. Es 
sei die ursprtlngliche Gleichimg von m-ter Stufe, und ihr Haupt- 
system d. h. das System, welchem alle ihre Glieder insgesammt 
angehören , von n-ter Stufe , und zwar sei dies letztere dargestellt 
als Produkt von n unabhängigen einfachen Faktoren a . b Als- 
dann wird nach dem Begriffe des Systems n-ter Stufe sich jeder 
einfache Faktor eines jeden Gliedes der gegebenen Gleichung 
als Summe darstellen lassen , deren Stücke jenen Faktoren a , b, . . . 
gleichartig sind, also in der Form aj 4" ^i "f" Denkt man sich 



*) Wir sagen überhaupt, dass sich zwei Vereine von Gleichungen 
gegenseitig ersetzen , wenn man aus jedem der beiden Vereine den andern 
ableiten kann. 
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jeden einfachen Faktor jedes Gliedes der gegebenen Gleichung auf 
diese Weise dargestellt , und führt die Multiplikation aus , so dass 
die Klammem verschwinden, so erhält man eine Summe von 
Gliedern , deren jedes mit eiüem der Produkte zu m Faktoren aus 
a,b,... gleichartig ist. Multiplicirt man nun die Gleichung mit 
(n-m) von den Faktoren a , b . . . . , so bleiben nur diejenigen Glieder 
Ton geltendem Werthe, welche mit dem Produkte der m übrigen 
Faktoren jener Eeihe a , b , . . . gleichartig sind , indem alle andern 
wenigstens Einen einfachen Faktor enthalten, der mit den neu 
hinzutretenden Faktoren gleichartig ist, also bei «dieser Multiplika- 
tion verschwinden. Nun kann man aber wiederum nach § 81 die 
hinzugetretenen Faktoren hinweglassen, indem das System , dem die 
übrigen angehören , von dem System der hinzutretenden unabhängig 
ist. Man erhält auf diese Weise einen Verein richtiger Gleichungen, 
wenn man, nachdem die ursprüngliche Gleichung auf die angegebene 
Weise umgestaltet ist, jedesmal die gleichartigen Glieder zu 
einer Gleichung vereinigt. Und da die sämmtlichen so gewonnenen 
Gleichungen bei ihrer Addition die ursprüngliche wiedergeben, 
80 haben wir einen Verein von Gleichungen gewonnen , welcher die 
ursprüngliche genau ersetzt, und die Aufgabe ist gelöst. Somit 
haben wir den Satz : 

„Wenn man in einer Gleichung m-ter Stufe, deren Glieder 
einem Systeme n-ter Stufe angehören , jeden einfachen Faktor 
eines jeden Gliedes als Summe darstellt, deren Stücke n von 
einander unabhängigen Strecken gleichartig sind, und durch- 
multiplicirt, so kann man jede Eeihe von gleichartigen Gliedern, 
welche daraus hervorgehen, zu Einer Gleichung zusammen- 
fassen und erhält dadurch einen Verein von Gleichungen, 
welcher die ursprüngliche ersetzt." 

Oder, da jede dieser Gleichungen ersetzt wird durch eine Gleichung, 
welche aus der ursprünglichen durch Multiplikation mit (n-m) von 
den Faktoren a, b . . . . hervorgeht, 

„wenn man eine Gleichung m-ter Stufe , deren Glieder einem 
Systeme n-ter Stufe angehören, nach und nach mit jedem Produkt 
zu (n-m) Faktoren, welches sich aus n von einander unab- 
hängigen Strecken jenes Systems bilden lässt, multiplicirt, so 
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erhält man einen Verein von Gleichungen, welcher die ursprüng- 
liche ersetzt.^ 

Da die Glieder , welche hei dem vorhergehenden Satze in jeder 
ahgeleiteten Gleichung erschienen, sich unmittelbar als Abschattungen 
der Glieder , welche in der ursprünglichen Gleichung vorkamen, zu 
erkennen geben, so können wir den gewonnenen Satz auch vermittelst 
des Begriffs der Abschattungen aussprechen , haben jedoch für den 
bequemeren Ausdruck noch eine Eeihe neuer Begriffe aufzustellen. 

§ 87. Nämlich die Betrachtungsweise des vorigen § führt uns 
zu dem Begriffe der Koordinatensysteme oder Richtsysteme , welche 
wir jedoch in einem viel ausgedehnteren Sinne auffassen, als dies 
gewöhnlich geschieht. Auch erlaube ich mir, die sonst üblichen 
Benennungen, welche namentlich, wenn sie der durch die Wissen- 
schaft geforderten Erweiterung unterworfen werden sollen, als sehr 
schleppend erscheinen, und überdies fremden Sprachen entlehnt sind, 
durch einfachere zu ersetzen. Ich nenne die n Strecken a , b , . . . . , 
welche ein System n-ter Stufe bestimmen , (also alle von einander 
unabhängig sind,) sofern jede Strecke des Systems durch sie aus- 
gedrückt werden soll, dieEichtmasse erster Stufe oder die G r u n d - 
masse dieses Systems, ihren Verein ein Richtsystem, die Pro- 
dukte von m Grundmassen (mit Festhalten der ursprünglichen Ord- 
nung derselben) Richtmasse m-ter Stufe, das Richtmass n-ter 
Stufe das Hauptmass, die Systeme der Richtmadse m-ter Stufe 
endlich nennen wir Richtgebiete m-ter Stufe, die Systeme 
der Grundmasse ins Besondere Richtaxen (Koordinatenaxen). 
Ergänzende Rieht masse nennen wir solche, die mit einander 
multiplicirt das Hauptmass geben , und die ihnen zugehörigen Richt- 
gebiete nennen wir gleichfalls ergänzende. 

§ 88. Durch die in § 86 geführte Entwickelung ist klar, wie 
jede Ausdehnung m-ter Stufe, welche einem Systeme n-ter Stufe 
angehört , sich als Summe darstellen lässt von Stücken , welche den 
Richtmassen m-ter Stufe, die zu jenem Systeme gehören , gleichartig 
sind. Diese Stücke nun nennen wir Richtstücke jener Grösse, so 
dass also jede Grösse als Summe ihrer Richtstücke erscheint, die 
Zahlengrössen, welche hervorgehen, wenn die Richtstücke einer 
Grösse durch die entsprechenden (gleichartigen) Richtmasse dividirt 
werden^ die Zeiger der Grösse, so daaa also jede Grösse als Viel- 
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fachen-Summe *) der Richtmasse gleicher Stufe erscheint. DieRicht- 
stttcke einer Grösse erster Stufe sind es , welche sonst auch Koor- 
dinaten genannt werden. Eine Grösse im Sinne des Eichtsystems 
abschatten (projiciren) , heisst sie auf eins der Richtgebiete gemäss 
dem ergänzenden Richtgebiete abschatten. 

§ 89. Wenden wir diese Begriffe auf die in § 86 aufgestellten 

Sätze an, so gehen dieselben in folgende über : 

^In einer Gleichung kann man statt aller Glieder die Eicht- 
stücke oder Zeiger derselben setzen , welche einem beliebigen, 
aber alle demselben Eichtmasse zugehören, und i^hrt man dies 
in Bezug auf alle Richtmasse derselben Stufe aus, so erhält 
man einen Verein von Gleichungen, welcher die gegebene 
ersetzt. " 
Die in § 86 abgeleiteten Gleichungen sind nämlich eben diese 

Gleichungen zwischen den Eichtstücken , und aus ihnen erhält man 

die Zeigergleichimgen durch Division mit dem jedesmal zugehörigen 

Eichtmasse. **) Femer : 

„Aus einer Gleichung kann man einen sie ersetzenden Verein 
von Gleichungen ableiten, indem man jene Gleichung nach und 
nach mit den sämmtlichen Eichtmassen, deren Stufenzahl die 
der Gleichung zu der des Hauptsystems ergänzt, multiplicirt." 

§ 90. Wenn wir eine als Summe ihrer Eichtstücke dargestellte 
Grösse m-ter Stufe mit einem Eichtmasse von ergänzender d. h. 
(n — m)ter Stufe multipliciren , so fallen alle Eichtstücke bis auf 
eins weg, und dies eine erscheint daher als Abschattung jener Grösse 
auf das Richtgebiet m-ter Stufe gemäss dem ergänzenden Richt- 
gebiete , und alle Richtstücke jener Grösse erscheinen also als im 
Sinne des Richtsystems erfolgte Abschattungen auf die ver- 
schiedenen Richtgebiete gleicher Stufe. Wir können daher sagen, 
„eine Gleichung m-ter Stufe werde ersetzt durch einen Verein 
von Gleichungen, welche durch Abschattung auf die ver- 



*) Jedes Produkt einer Ghrösse in eine Zahlengrösse nennen wir näm- 
lich ein Vielfaches der ersteren , und unterscheiden davon das Mehrfache, 
bei welchem jene Zahlengrösse eine ganze Zahl sein muss. 

**) Diese Zeigergleichangen« als Gleichungen zwischen blossen Zahlen- 
grössen, vermitteln am vollständigsten den Uebergang zur Arithmetik. 
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schiedenen Richtgebiete m-ter Stufe im Sinne des Siditsystems 

hervorgehen."*) 

Zugleich ergiebt sich hieraus ein einfacher analytischer Aus- 
druck für die Richtstücke oder Zeiger einer Grösse. Es werde 
nämlich das einem Richtmasse A zugehörige Richtstück F' einer 
Grösse P gesucht , B sei das zu A gehörige ergänzende Richtmass, 
so hat man, da P' die Abschattung von P' auf A nach B ist (s. § 85), 

^ A.B^' 

also ist der zugehörige Zeiger gleich 

P.B 
A.B' 
d. h. 

„der einem Richtmass A zugehörige Zeiger einer Grösse ist 
gleich einem Bruche , dessen Zähler das Produkt der Grösse in 
das ergänzende Richtmass und dessen Nenner das Produkt 
jenes ersten Richtmasses in das ergänzende ist." 

§ 91. Wenden wir die in diesem Kapitel entwickelten Begriffe 
auf die Geometrie an , so ergiebt sich zunächst für die Ebene nur 
Eine Art der Projektion (Abschattung) , **) indem eine Strecke auf 
eine gegebene gerade Linie nach einer gegebenen Richtung projicirt 
werden kann. Das Richtsystem ftlr die Ebene bietet nur zwei 
Grundmasse und zwei ihnen zugehörige Richtaxen dar. Als Haupt- 
mass erscheint der Flächenraum des von den beiden Grundmassen 
gebildeten Spathecks (Parallelogramms). Im Räume treten drei 
Arten der Projektion hervor , nämlich es werden entweder Strecken 
oder Flächenräume auf eine gegebene Ebene nach einer gegebenen 
Richtung projicirt, oder es werden Strecken auf eine gegebene 
gerade Linie parallel einer gegebenen Ebene projicirt. Das Richt- 
system fUr den Raum bietet drei Grundmasse und drei ihnen zuge- 
hörige Richtaxen dar, femer 3 Richtebenen als Richtgebiete zweiter 



*) Dass eine Gleichung m-ter Stnfe in einem System n-ter Stufe durch 
80 viel einfache Gleichungen ersetzt werde, als es Kombinationen ans n 
Elementen zur m-ten Klasse gebe, bedarf wohl kaum einer Erwähnung. 

**) Wir ziehen bei dieser Anwendung wieder den Namen der Pro- 
ektion vor, aus Gründen, die späterhin von selbst einleuchten werden. 
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Stufe, und 3 ihnen zagehörige Richtmasse zweiter Stufe, welche die 
Flächenräume deraus jezwei Grundmassen beschriebenen Spathecke mit 
Festhaltung der Richtungen ihrer Ebenen darstellen. Als Hauptmass 
erscheint das von den 3 Grundmassen beschriebene Späth (Parallele- 
pipedum). Interessant erscheint hier besonders die Darstellung eines 
Flächenraums von bestimmter Richtung als Summe seiner Richtstücke, 
nämlich als Summe dreier Flächenräume, welche den drei Richtebenen 
angehören. Da die Sätze, welche sich über Projektionen und Richt- 
systeme in der Geometrie aufstellen lassen , in unserer Wissenschaft 
schon ganz in der Form aufgestellt sind, in welcher sie ftlr die Geo- 
metrie auszusprechen wären , so können wir uns der Wiederholung 
derselben hier tiberheben. 

§ 92. Dagegen wollen wir das Problem der Koordinaten- 
Verwandlung zunächst ftlr die Geometrie und demnächst auch all- 
gemein für unsre Wissenschaft lösen. Es seien a , b , c, drei Grund- 
masse und Ci , Cg, e3, drei neue von einander unabhängige Giomdmasse, 
welche als Yielfachensummen jener ursprünglichen Grundmasse gegeben 
sind , so ist nun die Aufgabe : eine Grösse p , einestheils wenn sie als 
Vielfachensumme der ursprünglichen Grundmasse gegeben ist, als 
VieKachensumme der neuen Grundmasse darzustellen, und umgekehrt, 
wenn sie in der letzteren Form gegeben ist, sie üi der ersteren dar- 
zustellen, in beiden Fällen sind die Zeiger zu suchen. Diese Aufgaben 
sind nun in der That durch den Satz in § 90 , welcher die Zeiger 
finden lehrt , gelöst. Danach ist in Bezug auf die erste Aufgabe 
der zu e^ gehörige Zeiger von p gleich 

p.ög.es 



C] . e^ • e3 

und in Bezug auf die zweite der zu a gehörige Zeiger von p gleich 

p.b.c 
a.b.c 

und durch diese so höchst einfachen Ausdrücke ist das Problem der 
Koordinatenverwandlimg in seiner grössten Allgemeinheit gelöst. Die 
zweite Aufgabe ist besonders bei der Theorie der Kurven und Ober- 
flächen von Wichtigkeit , indem dieselben dadurch bestimmt werden, 
dass zwischen den Zeigern einer Strecke, welche von einem als 
Anfangspunkt der Koordinaten angenommenen Funkte nach einem 
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Funkte der Kurve oder Oberfläche gezogen ist , eine Gleichung auf- 
gestellt wird. Es sei p«=«xa-|-yb-[-2C diese Strecke, und 

f (x, 7, z) == 

die Gleichung , welche eine Oberfläche bestimmt ; sucht man nun die 
Gleichung derselben Oberfläche zunächst für denselben Anfangspunkt 
der Koordinaten, aber in Bezug auf neue Richtaxen imd auf die ihnen 
zugehörigen Kichtmasse, e| , e2 , 63 , so hat man, wenn p =» u^e^ -f- 
UgCa-l-Uaes ist, die Gleichung 

p .b . c a .p . c a .b.p 



/p.b.c a.p.c a.b.p\ 
Va.b.c'a.b.c a.b.c/ 



eine Gleichung , welche, wenn man statt p seinen Werth substituirt, 
als Gleichung zwischen den neuen Variabeln u^ , Uj , U3 , erscheint. 
Will man auch den Anfangspunkt der Koordinaten etwa um die 
Strecke e verlegen, so hat man nun, wenn q die Strecke ist, von dem 
neuen Anfangspunkt nach demselben Punkte der Oberfläche, nach 
welchem der entsprechende Werth von p gerichtet, und 

q = viet + vjea + vgej 

ist , nur in der obigen Gleichung statt p seinen Werth q -|- e ein- 
zuführen , um die verlangte Gleichung zu erhalten , oder ist e «=» aa 
-f- /?b -f- yc, so hat man wie sich sogleich ergiebt , 

^/q.b.c , a.q.c , _ a.b.q , \ ^ 

als die verlangte Gleichung zwischen den neuen Variabein v^ , vj , 
Vs. Will man diese Gleichung als blosse Zahlengleichung darstellen, 
so hat man nur die neuen Grundmasse auf bestimmte Weise als Viel- 
fachensummen der ursprünglichen darzustellen und in die Gleichung 
einzuführen. Es sei 

ei = «la + A^ + yi« 

es = «aa + ft^h + 730, 

so zeigt sich unmittelbar, wie sich die verlangte Gleichung darstellt 
in der Form 

^ (« + «ivi + «iVa + «svs , ß + Avi 4-AV2 +AV3 , 

Y + /ivi + /ava + /s^s) =» 0, 

eine Gleichung, welche an Einfachheit nichts zu wünschen übrig 
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ilgst. Fflr den mUgemeiiisteii Fall der abstrakten 'WiflsemBchaft 
ergiebt sich die Lösung nnsorer Aufgabe mit derselben Leichtigkeit. 
In der That ist eine GhrOsse P als Yiel&ehensumme gewisser Bieht- 
masse gegeben, und man inll dieselbe als Viel&chensunune anderer 
Richtmasse ausdrücken, so hat man den zu einem derselben A 
gehörigen Zeiger, wenn B das au A gehörige ergänzende Richtmass 
ist, nach § 90 gleich 

P.B 
A.B* 

§ 93. Was nun die Anwendung auf die Theorie der Gleichungen 
betrifft, so haben wir schon oben (§ 45) die Methode, Gleichungen des 
ersten Grades mit mehreren Unbekannten durch Hülfe unserer Ana- 
lyse aufzulösen, vorweggenommen. Wir setzen diesen Gegenstand 
hier fort, indem wir die durch unsere Wissenschaft dargebotene 
Methode, aus Gleichungen höherer Grade mit mehreren Unbekannten 
die Unbekannten zu eliminiren, darlegen. Es seien zwei Gleichungen 
höherer Grade mit mehreren Unbekannten gegeben, es soll eine der- 
selben , etwa 7, eliminirt, also eine Gleichung zwischen den übrigen 
Unbekannten aufgestellt werden. Die gegebenen Gleichungen seien 
nach Potenzen von j geordnet: 

amy°'+ + »iy + ao — 

h„y''+ -f-b^y + bo^O, 

wo am . . • • ao und bn . . . . bo beliebige Funktionen der andern Un- 
bekannten sind , ao und bo aber nicht gleich sein sollen. Multi- 
plicirt man die erste Gleichung nach der Reihe mit j, 7' . . . . j^j 
die letzte nach und nach mit 7, 7'. . . .7"^, so erhält man m -|- n 
neue Gleichutfgen. Betrachtet man die Koef&cienten einer jeden 
dieser m -}- n Gleichungen als unter sich gleichartig , hingegen die 
der verschiedenen Gleichungen als von einander unabhängig (auch 
wenn sie bis dahin mit demselben Buchstaben bezeichnet waren), so 
eihält man, wenn man die so aufgefassten Gleichungen im Sinne 
unserer Wissenschaft addirt, eine Gleichung von der Form 

em+By°'+" + ei7 — 0. 

Multipliciren wir diese Gleichung mit dem äusseren Produkt 
e| . 63 . . . . Cm^n » 80 fallen alle Glieder bis auf das letzte nach den 

9 
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Greseteen der äusseren Mnltiplikatioti weg, und wir erhalten die 
Oleiehting 

c| • ej • ej • • • • ■ eni-L.ny ^^ Uj 

oder, da y niclit null sein kann, weil dann in den gegebenen Gleiehungen 
wider die Voraussetzung ao und bo gleich null sein wtlrden, so 
hat man 

1 • ^% • ^ • • • • • eiQ^.Q ^^ u 
als die verlangte Eliminationsgleichung. 



Zweiter Abschnitt. 

Die Elementargrösse. 



Erstes Kapitel. 

Addition und Subtraktion der Elementargrössen 

erster Stufe. 

§ 94. Ich knüpfe den Begriff der Elementargrössen an die 
Lösnng einer einjßftchen Aufgabe, durch die ich zuerst zu diesem 
Begriffe gelangte, und die mir überhaupt zu dessen genetischer 
Entwickelimg am geeignetsten zu sein scheint. 

Aufgabe. Es seien drei Elemente cr^ , a^, ß^ und ausser- 
dem ein Element q gegeben ; man soll das Element ß^ finden, 
welches der Gleichung [qcc\\ -f- [^«3] *== [?A] H" [pÄ] 
genügt. 

Auflösung. Schafft man die Glieder der linken Seite auf 
die rechte , so hat man , da — [qa] «■ [aq\ , und [ag] -|- [qß] 
SS [aß] ist, die Gleichung 

[«iA] + [«fÄ] = o, 

durch welche das Element ß^ auf eine einfache Weise be- 
stimmt ist. 

Um dies Eesnltat der Anschauung näher zu bringen, wollen 
wir es auf die Geometrie anwenden, und also die Elemente als 
Pimkte imnehmen , so finden wir den Punkt ß^ , indem wir [ci^ß^] 
entgegengesetzt gleich mit [ccißi] machen. — Das Interessante 

bei dieser Auflösung ist, dass das Element ß^ ganz unabhängig 

9* 



I 
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von Q bestimmt ist , und da wir aus der letzten Gleichung , welche 
in der Auflösung vorkommt, durch das umgekehrte Verfahren wieder 
die erste in Bezug auf jedes beliebige Q ableiten können , so haben 
wir zugleich den Satz, dass, wenn die Gleichung 

für irgend einen Punkt Q gilt , sie auch für jeden andern Punkt g^t, 
der statt q eingeftlhrt werden mag. Dieser Satz lässt sich direkt 
ableiten , doch wollen wir ihn vorher verallgemeinern ; denn es ist 
klar , wie das angegebene Verfahren auch noch anwendbar bleibt, 
wenn man statt der zwei Elemente a^ , a^ und fti, ß^ beliebig viele, 
nur auf beiden Seiten eine gleiche Anzahl, einfuhrt, ja, da unter 
den Elementen beliebig viele zusammen fallen können , auch dann 
noch, wenn zu den Strecken auf beiden Seiten heliebige Koefficienten 
hinzutreten , sobald nur die Summe dieser Koefficienten auf beiden 
Seiten dieselbe ist. In der That es sei 

wo die Grössen i^ .... und kj .... Zahlengrössen darstellen , und es 
sei zugleich 

t 1| I ....In ""^ \ "i~ • • • • •Km , 

SO können wir zeigen, dass die erste Gleichung auch fortbesteht für 
jeden Punkt C , der statt q eingeführt wird. Denn es ist 

[qa] - [qa] + [tf«] , [qß] - [qa] + [tf/?]. 
Führt man diese Ausdrücke in Bezug auf die betreffenden Zeiger 
(1 . . . n , 1 ... m) in die obige Gleichung ein , löst die Klammem auf 
und fasst die Glieder, welche [qtr] enthalten auf jeder Seite zu- 
sammen, so erhält man auf jeder Seite [q&\ multiplicirt mit der 
Summe der Koefficienten , und da diese auf beiden Seiten gleich ist, 
so hebt sich das so gewonnene Glied auf beiden Seiten auf, und 
man erhält 

k [«"«i] + • • • • in [tf«»] = ki [cr^i] 4. . . . . km[cr/?m], 
d. h. die Gleichung besteht fort in Bezug auf jedes Element , was 
statt Q eingeführt werden mag. Also : 

„Wenn man von einem Elemente q Strecken nach beliebig 
vielen festen Elementen zieht, und zwei beliebige Vielfachen- 
summen derselben, deren Koefficienten aber gleiche Summe 
haben , einander gleich sind , so besteht diese Gleichheit fort, 
wie sich auch das Element q ändern mag." 
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Ist ins Besondere die Summe der Koefficienten in dem Ana- 
dmeke i^ [^^i] -|- . • . • i^ [^«n] mül , so ergiebt sich , indem man 
anf die oben angegebene Weise , nämlich statt [fa] überall [Q(f] -{- 
[cra], snbstituirt, jener Ausdruck gleich 

weil nämlich das Glied (i| -f- ... in) [f<f] wegen des ersten Faktors 
null wird. Also : 

„Wenn man von einem veränderlichen Elemente Q Strecken 
nach beliebig vielen festen Elementen zieht , so ist jede Viel- 
fachensumme dieser Strecken, deren Koefficientensumme null 
ist, eine konstante Grösse.^ 

Auch geht aus der Art, wie sich die Gleichungen dieses 
Paragraphen aus einander ableiten lassen, unmittelbar hervor , dass, 
wenn zwei beliebige Yielfachensummen jener Strecken in Bezug 
auf dieselben zwei Anfangselemente q und a einander gleich sind, 
auch ihre Koef&cientensummen gleich sein , xmd daher ihre eigene 
Gleichung bei jeder Aendemng von q fortbestehen müsse, und 
ebenso dass , wenn eine solche Vielfachensumme in Bezug auf zwei 
Anfangs-Elemente q und (f gleichen Werth behält, ihre Koef&cien- 
tensumme null ist, und sie selbst daher bei jeder Aendemng von 
^ denselben Werth behält. 

§ 95. Um die Resultate des vorigen § einfacher einkleiden 
zu können , fahren wir einige Benennungen ein , die wir auch für 
die Geometrie festhalten. Nämlich wir verstehen unter der Ab- 
weichung eines Elementes a von einem Elemente q die Strecke [^a], 
unter der Gesammt- Abweichung einer Elementenreihe von einem 
Elemente q die Summe aus den Abweichungen der einzelnen Ele- 
mente jener Reihe von dem Elemente Q. Fallen unter jenen Ele- 
menten mehrere (m) in eins (a) zusammen , so wird auch die Ab- 
weichung dieses Elementes [qcc]) ebenso oft (m-mal) in jener Sunmie 
vorkommen. Hierdurch gelangen wir zu einer Erweiterung des 
BegnSa ; nämlich nennen wir einen Verein von Elementen , deren 
jedes mit einer bestimmten Zahlengrösse behaftet ist , einen Elemen- 
tarverein , so werden wir unter der Gesammtabweichung eines Ele- 
mentarvereins von einem Elemente q eine Vielfachensumme aus 
den Abweichungen der jenem Vereine angehörigen Elemente von 
dem Element Q verstehen müssen , deren Koefficienten die Zahlen- 
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grösBen sind , mit welchen die zugehörigen Elemente behaftet sind. 
Die Summe dieser Zahlengrössen nennen wir 'das Gewicht*) des 
Eiementarvereins , so wie die Zahlengrössen , mit welchen die ein- 
zelnen Elemente behaftet sind, die ihnen zagehörigen Gewichte. 
Besteht also der Elementarverein aus den Elementen er , ß ,,,, , 
und den zugehörigen Gewichten a , B , . . . . , so ist die Abweichung 
jenes Elementaryereins von einem Elemente Q gleich 

Somit haben wir denn die Sätze : 

„Wenn zwei Elementarvereiiie von demselben Elemente um 
Gleiches **) abweichen , und ihr Gewicht gleich ist, oder wenn 
sie von denselben zwei Elementen um Gleiches abweichen ; so 
weichen sie auch von jedem andern Elemente um Gleiches 
ab, und im letztem Falle ist ihr Gewicht gleich" 
und 

„Ein Elementarverein, dessen Gewicht null ist, weicht von je 
zwei Elementen um Gleiches ab, und ein Elementarverein, 
welcher von zwei Elementen um Gleiches abweidit, hat null 
zum Gewicht, und weicht von allen Elementen um Gleiches 
ab***).« 

§ 96. Jedes Gebilde wird dadurch als Grösse fixirt , dass der 
Bereich seiner Gleichheit und Verschiedenheit bestimmt wird. Wir 
bezeichnen daher zwei Elementarvereine als gleiche Grössen und 
zwar als gleiche Elementargrössen , wenn ihre Abweichungen von 
denselben Elementen jedesmal gleichen Werth haben. Ein Ele- 
mentarverein wird also zur Elementargrösse , wenn man von der 
besonderen Art seiner Zusammensetzung absieht , und nur die Ab- 
weichungswerthe festhält , welche er mit anderen Elementen bildet, 
so dass also eine Elementargrösse auf verschiedene Weise als Ele- 



*) Der Name „Gewicht« ist auch sonst in der Mathematik (in der 
Wahrscheinlichkeitsrechnung) im abstrakten Sinne gebräuchlich, und bedarf 
wohl hier keiner Bechtfertigung. 

**) D. h. die Abweichungen sollen gleich sein. 

***) Dabei versteht sich von selbst, dass auch jedes einzelne Element so- 
wohl für sich, als wenn es mit einer Zahlengrösse behaftet ist, als Elementar- 
verein anfgefasst werden kann, indem die Gewichte der übrigen Elemente null 
sind. 
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mentftrverem da sein kann y und jeder BlementArvotaiii als . eine 
besondere Yerkörpening einer Elementargrösse oder, wie wir 09 
oben bezeichneten, als elementare oder konkrete Darstelliing ^ner 
Elementargrösse aufrafassen ist. Hiemach versteht es sich n«E 
schon Ton selbst, dass unter der Abweichung und dem Gewichte 
einer Elemaiitargrösse dasselbe zu verstehen ist, was wir unter der 
Abweichung und dem Gewidite des Elementarvereins verstanden, 
welchem sie angehört, und dass zwei Elementargrdssen nur dann 
gleich sein können, wenn sie gleiches Gewicht und gleiche Ab- 
weichungswerthe darbieten , dass aber schon die Gleichheit der Ele^ 
mentargrössen erfolgt, wenn auch nur irgend zwei solche Werthe 
als gleich dargethan sind. Unsere Aufgabe ist nun, die Art der Yer- 
knüp^Emg auszumittehd , in welche die verschiedenen Elemente und 
^e zugehörigen Zahlengrössen eines Elementarvereins ^gehen 
müssen, wenn als das Resultat der Verknüpfung die Elementargrösae 
erscheinen soll. Die YerknCipfongen sind von zwiefacher Art, eines- 
theils nämlich zwischen. einem Element und der zugehörigen Zi^en- 
grösse, dem Gewichte, andererseits zwischen den mii G-ewidbten 
behafteten Elementen und.übei^upt zwischen den Elementarver- 
einen, sofern sie ihren Abweichungen nach betrachtet werden, d. h. 
zwischen den El^nentargröasen unter sich. Betrachten wir zuerst 
diese letzte Verknltpfungsweise , so ist klar, daes die Gosammtab- 
weichung eines Elementarvereins dieselbe bleibt, in welcher Ordnxmg 
man die einzelnen Theile dieses Vereins nehmen, und wie man sie 
mnter sich zu besonderen Vereinen zusammenfaasen mag, und dass 
endlich, wenn man zu Elementarvereinmi, welche ve»chiedene Ab- 
weichung darbieten, Elementarvereine, welche gleiche Abweichungen 
darhieten, hsuzufügt, die so erzeugten Gesamratvereine auch ver- 
aehiedene Abweäehnng darbieten müssen ; nnd zwar wird dies alles 
der FtJl sein^ weil es fUr die Addition der Strecken gilt. Diese 
Vfflrtanschbarkeit und Vereinbarkeit der Glieder, und auf der andern 
Beite das Gesetz , dass , Wfenn das eine Güed der Verknüpfung kon- 
stant bleibt , das Resultat nur dann konstant bleibe , wenn auch das 
andere Glied es bleibt, bestimmt jene Verknüpfung nach § 6 als 
eine additive , und die Gesetze der Addition und Subtraktion gelten 
allgemein für diese Verknüpftmg. Wa$ nun die Verknüpfung des 
Elementes mit dem zugeh^^ngen Gewiriile betrifft, so leuchtet ein. 
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dass, wenn in einem Elementarvereine dasselbe Element mehrmals 
nnd zwar mit verBehiedenen Gewichten behaftet vorkommt, man statt 
dessen das Element einmal nnd zwar mit der Summe der Grewichte 
behaftet setzen kann, ohne dass die Abweichnnfp des Vereins 
geändert wird, wie dies aus den Gesetzen der Multiplikation von 
Zahlengrössen mit Strecken bekannt ist. Bezeichnet man daher vor- 
läufig diese zweite Yerknüpfungsweise durch das Zeichen ^ , so hat 
man, wenn a ein Element, m und n die Gewichte sind, 

m'^cc -j— n'^asass(m -|- n)*^«, 
eine Gleichung, welche das multiplikative Grundgesetz in Bezug auf 
das erste Yerknüpfungsglied darstellt, imd da die Verknüpfung einer 
Zahlengrösse mit einem Verein aus mehreren Elementen noch 
nicht ihrem Begriffe nach gegeben ist , also auch die andere Seite 
jenes Grundgesetzes noch nicht hervortreten kann , so ist jene Ver- 
knttpi^g , so weit sie überhaupt bestimmt ist , als eine multiplika- 
tive bestimmt. Fassen wir dies zusammen, so ist die Elementar- 
grosse eines Vereins von Elementen a , /^ , . . . . mit den zugehörigen 

Gewichten a , B , . . . . gleich 

aa-^iß^.. ...... 

d. h. sie ist als Vielfachensumme der Elemente dargestellt, deren 
Koefficienten die den Elementen zugehörigen Grewichte sind, und 
zugleich ist dadurch die Addition der Elementargrössen unter sich 
bestimmt. 

§ 97. Um nun die multiplikative Verknüpi^g allgemeiner 
darzustellen, haben wir die Multiplikation einer Zahlengrösse mit 
einer Elementargrösse so zu definiren , dass au9h die andere Seite 
des multiplikativen Grundgesetzes fortbesteht; dies geschieht, indem 
wir festsetzen , dass eine Vielfachensunmie von Elementen mit einer 
Zahlengrösse multiplicirt werde, wenn man die Koefßcienten 
derselben mit dieser Zahlengrösse multiplicirt. Nämlich dann er- 
giebt sich sogleich, wenn a und b beliebige Elementargrössen, 
d. h. Vielfachensummen von Elementen darstellen , die Geltung der 
beiden multiplikativen Grundgesetze 

ma -[- na 8=B» (m -j- n) a 
und 

ma -[- mb a=s m (a -j- b). 
Dass nun auch das Resultat der Division mit einer Zahlengrösse, 
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sobald diese nicht null ist, ein bestimmtes sei, ergiebt sich leicht, 
indem verschiedene ElementargrÖssen , d. h. soldie, deren Ab- 
weichangen von denselben Elementen Verschiedenheiten darbieten, 
auch nachdem sie mit derselben 2^ahlengrOsse , die nicht null ist, 
mtdtiplicirt sind, verschiedene Abweichungen darbieten müssen, also 
verschieden bleiben. Und ebenso leicht ergiebt sich auch, dass, wenn 
wir gleichartige ElementargröBsen solche nennen, welche aus derselben 
Elementargrösse durch Multiplikation mit Zahlengrössen hervor- 
gegangen siad, der Quotient zweier gleichartiger Elementargrössen, 
wenn nicht der Divisor null ist, eine bestimmte Zahlengrösse liefert« 
Somit gelten alle Gesetze arithmetischer Multiplikation und Division 
für die fragliehe Verknüpfiang. Die Verknüpfung des Elementes q 
mit andern Elementen oder Elementargrössen, wie sie bei der oben 
eingeführten Bezeichnimg der Abweichung eintritt, behalten wir 
dem folgenden £[apitel vor. 

§ 98. Es erschien bisher die Elementargrösse im Allgemeinen 
als eine Vielfachmisumme von Elementen , und wir müssen uns die 
Aufgabe stellen , eine Elementargrösse , welche in dieser Form ge- 
geben ist, in möglichst einfacher Form darzustellen. Zunächst 
machen wir den Versuch , sie in einem Gliede , also als vielfaches 
Element darzustellen. Es sei daher 

aa -j- B/^ 4" =« xtf 

gesetzt , wo ex ein Element , x sein Gewicht bezeichnet ; da das Gre- 

sammtgewicht auf beiden Seiten gleich sein muss , so erhalten wir 
sogleich 

xma + B + 

und wir haben nur noch cT so zu bestimmen , dass die Gesammt- Ab- 
weichung von irgend einem Elemente Q auf beiden Seiten gleich ist 
imd erhalten 

wodurch c bestimmt ist, sobald a -f- 6 -[" . . . . einen geltenden Werth 

hat, d. h. 

„Eine Elementargrösse, deren Gewicht nicht null ist, Itfsst sich 
als ein mit gleichem Gewichte behaftetes Element darstellen. 
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und zwmt »t die Abveieiiiuig dieses Elementes von einem ISle* 

meiite q '|;ieich der duseh das Gewicht dividirten Abweieluuig 

der Elementargrdsse von demselben Elemente.^ 

Setzt man übrigens in jener Gleicbimg, welche für jedes Element Q 

gikt, dies Element mit o* identisch, so hat man, weil cX(j] null ist, mit 

WeglasBimg des Divisors die Gleichung 

o »» a [aa] -|- i [cft] -j- . . . . , 
d. h. die Gesammtabweichmig einer Vielfachensnmme von Elementen 
von dem Summenelement (cx) ist gleich null. 

§ 99. Ist das Gewicht der Elementargrösse null, so haben wir 
schon gezeigt, dass dann die Abweichungen der Elementargrösse von 
je zwei Elementen gleich gross sind ; ist diese Abwekhnng daher in 
Bezug auf irgend ein Element null , so ist sie es auch in Bezug auf 
jedes andere, und jene Elementargrösse kaim dann einem beliebigen 
Elemente mit dem Gewichte null gleichgesetzt werden, wie dies auch 
die Formel des vorigen § schon darlegt , oder sie kann selbst gleich 
null gesetzt werden. Ist aber die Abweichung einer solchen Ele- 
mentargrösse (deren Gewicht null ist) von irgend einem Elemeate 
gleich einer Strecke von geltender Gbrösse, so ist auch dieAbweiohung 
derselben von jedem andern Elemente derselben Strecke gleich, und 
diese Strecke, welche jene konstante Abwetchung misst, repräsentirt 
daher jene Elementargrösse vollständ%, so dass zu gleichen Ele- 
smentargrössen, deren Gewichte null sind, auch gleiehe Abweichirngs- 
werthe und umgekehrt gehören. Werden nun solche Elementar- 
grossen zu einander addirt oder mit Zahlengrössen multiplicirt , so 
geht der Abweichungswerth des Eesultatos ans denen jener Elementar- 
grSssen durch dieselbe Addition oder Multiplikation hervor , es tritt 
also zwischen solchen ElementargrÖssen und ihren Abweiehnngs- 
werthen weder an sich, d. h. in ihrem BegrifFsumfange, noch in ihren 
Verknüpfungen, irgend ein Unterschied hervor,, und wir sind somit 
berechtigt, jene Elementargrösse und ihren Abweichungswerth ah 
gleich zu definiren, ja wir sind dazu gezwungen, wenn wir nicht durch 
tmntttze Unterscheidungen den Gegenstand verwirren wollen. Wir 
setzen daher emeElementar^össe, deren Gewicht nnll ist, derjenigen 
konstanten Strecke gleich, imi welche jene Grösse von beliebigen 
Elementen abweicht, oder wir verstehen unter der Abweichung einer 
Stoeoke von einem Element jene Strecke s^bst, Bnd die Strecke 
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enebeiiit als eine besondere Art von Elementargrössen. Um dies 
nech anschaulicher zu Übersehen , können wir sonJIchst nachweisen, 
dass sich jede Elementai^össe, deren Gewicht null ist, als Differenx 
sweier Elemente {ß — a) darstellen Utsst, deren eins (a) willktthrlieh 
ist. In der That, da das Gresammtgewicht dieser Differenz gleich- 
Mls null ist , so kommt es nur darauf an , dass in Bezug auf irgend 
ein Element {q) die Abweichungen gleich sind. Die Abweichung 
jener Differenz von q ist [Qß\ — [qa] , d. h. sie ist gleich [aß] , und 
dadurch ist nicht blos das Element ß bestimmt , wenn a gegeben ist, 
sondern auch die konstante Abweichung der gegebenen Elementar- 
grösRe selbst gefunden, und es folgt daraus ferner, dass 

[aß\^ß—a 
ist. Beide stellen also nur verschiedene Bezeichnungen dar, und 
da die erstere willkflhrlich , die letztere nothwendig ist , so werden 
wir von jetzt an am liebsten jene von Anfang an nur als vorläufig 
dargestellte Bezeichnung gegen die letzte fallen lassen, und also 
künftig eine Strecke , welche , wenn a als ihr Anfangselement ge- 
setzt wird, ß zum Endelement hat, mit ß — a bezeichnen *). Fassen 
wir das Ergebniss beider Paragraphen zusammen, so zeigt sich, 

„dass eine Elementargrösse erster Stufe, denn so bezeichnen 
wir die bisher behandelte Elementargrösse im Gegensatz gegen 
die später zu behandelnden, sich, wenn ihr Gewicht einen 
geltenden Werth hat, als vielfaches Element, wenn ihr Ge* 
wicht null ist, als Strecke darstellen lässt, und zwar erhält 
man jedesmal diesen Werth , indem man die Gewichte gleich 
setzt , und die Abweichungen von irgend einem Elemente , wo- 
bei die Abweichung einer Strecke von einem Elemente jener 
Strecke selbst gleich gesetzt , und das Gewicht einer Strecke 
null gesetzt wird." 

§ 100. Da nach dem vorigen § die Strecke als eine besondere 
Gattung von Elementargrbssen erster Stufe erschien, so lässt sich 



*) Es ist hier noch zu erwähnen , dass die Formel des vorigen § für 
diesen Fall die Elementargrösse als unendlich entferntes Element mit dem 
Gewichte null darstellt, falls man nämlich die Division mit null gelten 
lassen will ; aber die bestimmte Bedeutung dieses Ausdrucks tritt eben erst 
durch die hier gegebene Darstellung an^s Lieht. 
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die Summe einer Strecke und eines einfachen oder yielfachen 
Elementes gleichfalls als Elementargrösse anfifassen, und den Be- 
griff dieser Summe, der durch das Frühere schon bestimmt ist, 
wollen wir ntm näher vor Augen rücken. Suchen wir zuerst die 
Summe (^ -f- p) eines Elementes a und einer Strecke p , so muss, 
da das Oewicht dieser Summe 1 ist , dieselbe wieder gleich einem 
einfachen Elemente ß gesetzt werden. Man hat dann aus der 
Gleichung 

die neue Gleichung 

d. h. a -{- p bedeutet das Element ß , in welches a übergeht , wenn 
es sich um p ändert , oder dessen Abweichung von a gleich p ist. 
Betrachten wir die Summe eines vielfachen Elementes ma und 
einer Strecke p , so haben wir , da das Gewicht der Summe m ist, 
die Gleichung 

mcx -^ psssmy^ 
und daraus 

m(ß — a) asss p, oder ß — a = — , 

m 

d. h. ma -^ p bedeutet das mfache eines Elementes ß , dessen Ab- 
weichung von a der mte Theil der Strecke p ist. Oder fassen wir 
beides zusammen und drücken es auf allgemeinere Weise aus , in- 

P 
dem wir zugleich bedenken, dass, wenn ß von a um— abweicht, 

m 
dann mß von a um p abweiche, so ergiebt sich, 

„dass die Summe einer Elementargrösse von geltendem Ge- 
wichtswerthe und einer Strecke eine Elementargrösse ist, 
welche mit der ersteren gleiches Gewicht hat, und von dem 
Elemente der ersteren um die hinzuaddirte Strecke abweicht." 
§ 101. Wollen wir die in diesem Kapitel gewonnenen Resul- 
tate auf die Geometrie anwenden, so haben wir nur statt der 
Elemente uns Punkte vorzustellen; und behalten wir dann die 
übrigen Benennnngen, welche in diesem Kapitel eingeführt wurden, 
namentlich die Benennungen „Gewicht, Abweichung, Elementar- 
grösse" hier in derselben Bedeutung bei , so erhalten wir auch die- 
selben Sätze , von denen wir jedoch die interessantesten in anschau- 
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Ucherer Form darlegen wollen. Stellt man sich znnächst n Punkte 
«1 ... Ob vor , so lässt sich stets ein Punkt tt finden , dessen Ab- 
weidiung von jedem beliebigen Punkte q der n-te Theil ist von 
der Gesammt- Abweichung jener n Punkte von demselben Punkte q^ 
und dieser Punkt ist durch eine solche Gleichung 

vollkommen bestimmt. Dieser Punkt ist es, welchen man den 
Punkt der mittleren Entfernung zwischen jenen n Punkten zu 
nennen pflegt, den ich aber kilrzer als deren Mitte bezeichnet habe 
(vergl. § 24). Drücken wir nun den obigen Satz geometrischer 
aus, so können wir sagen : 

„Zieht man von einem veränderlichen Punkte q die Strecken 
nach n festen Punkten, so geht die von q aus mit der Summe 
dieser Strecken gezogene Parallele durch einen festen Punkt ^y 
welcher die Mitte zwischen jenen n Punkten heisst, und dessen Ent- 
fernung von Q der n-te Theil jener Summe ist." Oder wenn wir 
auch den Begriff ^er Summe vermeiden wollen „Zieht man von einem 
veränderlichen Punkte q die Strecken nach n festen Punkten , und 
legt diese Strecken, ohne ihre Bichtung und Länge zu ändern, stetig, 
d. h. so an einander, dass der Endpunkt einer jeden Strecke jedesmal 
der Anfangspunkt der nächstfolgenden wird , und macht q zum An- 
fangspunkt der ersten , so geht die Linie , welche die so gebildete 
Figur schliesst , durch einen festen Punkt cx , welcher die Mitte der 
n Pxmkte ist, und von der schliessenden Seite nach dem Punkte q zu 
den n-ten Theil abschneidet." Hieraus ergiebt sich eine höchst ein- 
fache Konstruktion der Mitte, und zugleich das Gesetz, dass die 
Strecken, welche von der Mitte nach den n Punkten gezogen werden, 
stetig an einander gelegt eine geschlossene Figur geben , oder dass 
sie den Seiten einer geschlossenen Figur gleich und parallel sind. 

§ 102. Es ist klar, wie die im vorigen § aufgestellten Gesetze 
auch noch gelten, wenn sich mehrere der festen Punkte vereinigen, 
wenn man dann nur die Anzahl derselben festhält , und auch dann 
noch, wenn man diese Pxmkte mit beliebigen positiven oder negativen 
Zahlengrössen , welche wir auch hier Grewichte neniien können, mul- 
tiplicirt denkt, so lange nur die Summe der Gewichte einen geltenden 
Werth hat ; nennen wir dann wieder die Gesammtheit der so mit Ge- 
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Wichte behafteten Punkte einen Pnnktrerein , so können wir den 
Satz ansaprechen: „Wenn man von einem veränderlichen Punkte ^ 
nach den Punkten eines festen Punktvereins Strecken meht, diese 
Strecken , ohne ihre Eichtong zu ändern , mit den zugehörigen €re- 
wichten multiplicirt , und die so gewonnenen Strecken von q ans 
stetig an einander legt, so geht die die Figur schliessende Seite durch 
einen festen Punkt (f, welcher die Mitte jenes Punktvereins ist , und 
dessen Entfernung von q so oft in der schliessenden Seite enthalten 
ist, als das Gesammtgewicht beträgt.^ Ist das Gesammtgewicht null, 
so fällt, wie sich aus der Formel 

ergiebt, der Punkt cT ins Unendliche, und die schliessende Seite geht 
dann durch denselben imendlich entfernten Punkt, d. h. hat eine 
konstante Richtung. Dies ergiebt sich noch einfacher und zugleich 
bestimmter aus den Sätzen, die wir für den Fall, dass das Gesammt- 
gewidit null ist, oben aufgestellt hatten, imd es folgt daraus zugleich^ 
dass diese schliessende Seite zugleich eine konstante Länge hat. Es 
erscheint also als Mitte des Punktvereins, wenn das Gesammtgewicht 
null ist , ein unendlich entfernter Punkt , oder was dasselbe ist, eine 
konstante Richtung, also nicht ein (endlich liegender) Mittelpunkt, 
sondern eine Mittelaxe. Da dieser Fall ein besonderes Interesse 
darbietet, so sprechen wir ihn noch einmal mit möglichster Ver- 
meidung aller Kunstausdrücke aus : 

„Zieht man von einem veränderlichen Punkte Q die Strecken 
nach einer Reihe fester Punkte , zu welchen eine Reihe von Zahlen- 
grossen, deren Summe null ist, gehört, und man legt diese Strecken,, 
nachdem man sie , ohne ihre Richtung zu verändern , mit den zu- 
gehörigen Zahlen midtiplicirt hat, stetig aneinander, so hat die 
schliessende Seite konstante Richtung und Länge, imd kann die Axe 
jenes Punktvereins genannt werden*). 

§ 108. In Bezug auf die Statik stellen wir sogleich das Haupt* 
gesetz auf, nämlich 

„Wenn die Punkte eines Vereins von parallelen Kräften gezogen 

*) Sollten die Resultate dieses § in rein geometrische Form gekleidet 
werden, so müsste man statt der Gewichte parallele Strecken nehmen, deren 
Grössen das Yerhältniss der Gewichte darstellten. 
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werden, wd<^ des Gewichten jener Ponkie proportknial, afaec tob 
vet9mäex^A&t Biehtmig sind , so ist das Gesammtmoment jener 
KtUS^ fb Besag auf die Mitte jenes Vereins nnll, in Bezog auf jeden 
andern Punkt gleich dem Mienwnt der an der Mitte angebrachten 
Gesammtkralt.^ 

Der Beweis ist höchst einfach, ist nämlich e die Mitte des Vereins 
aa, hß^ . . . . , «ad srndi^, Bp, . ••dieELrttfte, dureh wdi^e diePunkte 
a, ß eCe. gezogen werden, so hat man das Gksommtanoment in Bezug 
auf <r gleich 

a [tfo] .p-f*B [<'^} • P 

=« (a [(fa]'\-i[(fß] -+-.•••) -P— Oi 
da der erste Faktor nach dem vorigen § null ist. Für jeden andern 
Punkt ^ hat man das Moment gleich 

(ft[H+6[?/^]+----)-p> 

und da der erste Faktor gleich (a-|-b+., .) [((C] ist, gleich 

[9<y].(a + b + -..).p, 
d. h. gleich dem Moment der an C angebrachten Gesammtkraft. £s 

ist bekannt genug, dass von der ersteren Eigenschaft die Mitte, wenn 
die Gewichte als physische Gewichte aufgefasst werden, der Schwer- 
punkt heisst. Da die physischen Gewichte immer als positiv er- 
seheinen, so hat der zweite Fall hier keine direkte Anwendung. 
Denkt man sich aber einen in eine Flllssigkeit getauchten Körper, 
welcher von dieser Flüssigkeit rings umgeben ist , und rechnet man 
die Kraft, mit welcher jedes Theilchen durch sein physisches Gewicht 
nach unten, und die, mit welcher es durdi den Druck der Flüssigkdt 
(welcher dem physischen Gewichte der verdrängten Flttssigkeit gleich 
ist) nach oben getrieben wird, zusammen, und betrachtet die Gesammt- 
kraft als mathematisches Gewicht des betreffenden Theilchens, so hat 
man ebetiso wohl positive als negative Gewichte. Wenn ins Besondere 
der Körper in der Flüssigkeit schwebt , so ist die Summe jener Ge- 
wichte null, und statt des mit einem Gewicht behafteten Schwerpunktes 
tritt nun eine bestimmte Strecke als Summe des Punktvereins auf, 
welchen der in der Flüssigkeit schwebende Körper darstellt. Diese 
Strecke kann ins Besondere null werden ; dann schwebt der Körper 
in jeder Lage im Gleichgewicht; hingegen in jedon andern Falle 
bestimmt die Kichtung der Strecke die Axe , welche die senkrechte 
Lage annehmen muss, wenn der in der Flüssigkeit schwebende Kör- 
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per im Gleichgewicht sein soll. Wie die Biehtimg und Lttnge dieser 
Strecke, welche für die Statik, wie wir im nächsten § zeigen werden, 
eine bestimmte und einfache Bedeutnng hat, gefunden werden könne, 
ergiebt sich sogleich aus dem folgenden Satae, welcher eine nnmittel- 
bare Folgerung aus dem Begriffe der Summe mehrer Elementarg^ssen 
ist, nämlich aus dem Satze: 

„Wenn ein Körper aus mehreren einzelnen Körpern zusammen- 
gefegt ist , so findet man aus den Schwerpunkten und den Ge- 
wichten der einzelnen Körper den Schwerpunkt und das Gewicht 
des Ganzen, oder die Strecke, welche beides vertritt, indem man 
die Summe aus den mit den betreffenden Gewichten behafteten 
Schwerpimkten nimmt." 
In unserm Falle ist der Schwerpunkt des Körpers an sich und 
der des yerdrängten Wassers zu nehmen und beide mit den betreffen- 
den Gewichten, welche entgegengesetzt bezeichnet sind, zu multi- 
pliciren; und da fär den Fall, dass der Körper schwebt in der Flüssig- 
keit, die Gewichte gleich sind, so erhält man als Summe dies Gewicht 
multiplicirt mit der gegenseitigen Abweichung beider Schwerpunkte, 
die Axe geht also durch beide Schwerpunkte und ist null , wenn die- 
selben zusammenfallen. 

§ 104. Eine ungleich wichtigere Anwendung des letzten Falles, 
in welchem statt des Summenpnnktes eine Axe erscheint , ist die auf 
den Magnetismus. Gauss hat gezeigt*), dass die magnetischen 
Intensitäten innerhalb eines magnetischen Körpers allemal zur Summe 
null geben. Denkt man sich diese Intensitäten den zugehörigen 
Punkten (oder Theilchen) als mathematische Gewichte beigelegt, so 
wird die Summe des so gebildeten Punktvereins eine Strecke von 
bestimmter Richtung und Länge sein. Um die Bedeutnng dieser 
Strecke ffir die Theorie des Magnetismus kennen zu lernen , denken 
wir uns eine magnetische Kraft, welche, wie etwa der Erdmagnetis- 
mus, oder die Kraft eines entfernten Magneten, die einzej^en Punkte 
in parallelen Kichtungen den magnetischen Intensitäten proportional 
forttreibt, so ist das Moment dieser Kräfte in Bezug auf iigend einen 
Punkt Q gleich 



*) In seiner Abhandlung nintetuüas vis magneticae^. 
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wenn ap, 6p, die den magnetischen Intensitäten a, (, .... proportionalen 
auf die Punkte a, ß,..,, wirkenden Kräfte sind ; es verwandelt sich 
aber jener Ausdruck , wenn man den gemeinschaftlichen Faktor p 
ausserhalb einer Klammer setzt, und bedenkt, dass danu die von der 
Klammer eingeschlossene Grösse jener konstanten Strecke, welche 
die Summe des Punktvereins darstellt, und von uns mit a bezeichnet 
werden soll, gleich ist, in 

a. p, 
d. h. das Moment jener Kräfte ist in Bezug auf je zwei Punkte gleich 
gross , nämlich , wenn wir a die magnetische Axe , und p die ein- 
wirkende magnetische Kraft (wie sie auf einen Punkt von der zur 
Einheit genommenen Intensität wirkt) nennen , gleich dem äusseren 
Produkt der magnetischen Axe in die einwirkende magnetische Kraft. 
Gleichgewicht ist also vorhanden , wenn dies Produkt null ist , d. h. 
die magnetische Axe in der Richtung der einwirkenden Eraft liegt. 
Der Begriff der magnetischen Axe, wie ich ihn hier dargestellt habe, 
ist von dem sonst gangbaren nur dadurch verschieden , dass sie hier 
als eine Strecke von bestimmter Kichtung u^d Länge aufgefasst ist, 
während man sonst an ihr nur die Richtung festzuhalten pflegt. Die 
Gründe, warum ich diesen Begriff modificirt habe, ohne die Benennung 
zu ändern, ergeben sich leicht, da einerseits die Wissenschaft die Ver- 
knüpfung der Richtung imd Länge jener Strecke zu einem Begriffe 
fordert, und anderseits aus dem, was man über die magnetische Axe 
aussagt , jedesmal sogleich hervorgeht , ob die Länge in den Begriff 
mit aufgenommen ist , oder nicht , so dass also keine Verwechselung 
möglich ist. Dass man bisher in der Theorie des Magnetismus beides 
stets gesondert betrachtet hat, liegt nur darin, dass die Einheit von 
Sichtung und Länge , wie wir sie in dem Begriffe der Strecke auf* 
gefasst haben, bisher in der Geometrie keine Stelle fand. Uebrigens 
beweist schon die ausserordentliche Einfachheit, in welcher vermöge 
dieses Begriffes und der durch unsere Wissenschaft gebotenen Ver- 
knüpfung das magnetische Moment sich darstellt, die Unentbehrlich- 
keit unserer Analyse für die Theorie des Magnetismus hinlänglich. 

Anmerkung. Wir sind hier zu dem ersten und einzigen 
Punkte gelangt, in welchem unsere Wissenschaft an schon anderweitig 
bekanntes heranstreift. Nämlich in dem barycentrischen Kalkül voa 

Mobius wird gleichfalls eine Addition einfacher und vielfacher Punkte 

10 
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dttrgelegt, £WAr zunächst nur als eine kOrsere Schreibart, aber doch 
mit derselben Rechnungsmethode, wie wir sie in dem erstcAü Paragra- 
phen dieses Kaptels, wenn 'gl<ekh in grosserer Allgemeinheit, dar- 
gele^ haben. Was jedoch dort gänzlich fehlt , ist die Au:ffkssung 
der dumme als Einer Grosse iFür den Fall, dass die Gewichte ztcMtMüeii 
null betragen. Was den scharfsinmgen Verfasser jenes Werkes 
daran hinderte , diese Summe als Strecke von konstanter Lttnge und 
Richtung aufzufassen, ist ohne Zwei^l die Ungewohntheit, Länge und 
Richtung in Einem Begriffe zusammensmfassen. . Wäre jene Summe 
dort als Strecke fixirt, so wäre daraus der Begriff der Addition und 
Subtraktion der Strecken , wie wir ihn in Kapitel I des ersten Ab- 
schnitts dargestellt haben , für die Geometrie hervorgegangen ; und 
unsere Wissenschaft hätte einen zweiten Berührungspunkt mit jenem 
Werke geftmden ; auch würde dann der barycentrische Kalkül selbst 
eine viel freiere und allgemeinere B^iandlung gewonnen haben *). 

§ 105. Es erscheint mir hier der geeignetste Ort, um die An- 
wendung unserer Wissenschaft auf die Differenzialrechnung wenigstens 
anzudeuten. Um zu einer solchen Anwendung 2u gelangen, müssen 
wir die durch unsere Wissenschaft gewonnenen Grössen als Funktio- 
nen darstellen. Dies geschieht am einfuchsten, wenn die unabhängige 
Veränderliche als Zahiengrösse gesetzt wird , etwa gleich t. Dann 
wird sich jede Grösse P in der Form 

P™A-f Bt*4-Ct«+...... 

oder noch allgemeiner in der Form 

daifitellen lassen , wo A , B , C . . . . oder Am, An, • • . . nothwendig 
Grössen von derselben Stole sind Wie P , und als unabhängig von t 
gedacht werden müssen. Setzen > wir dann diesen Ausdruck als 
Funktion von t gleich f(t), also 

p - m, 

*) Als ich diese Anmerkung schrieb, war mir die Mechanik von Mobins 
(l)efipziglB48), in welcher er die Addition der Strecken lehrte, noch nicht sn 
Gesicht gekommen. Die Abhandlung in Crelle'fl Jonrnal (Band 28), in welcher 
Möbius den barycentrischen Kalkül in der hier angedeuteten Weise begrün- 
dete, erschien erst nach dem Druck d^Aasdehnangslehre, obwohl das Datum 
d^r Unterschrift nachweist, dass dieselbe schon früher geschrieben war. Es ge- 
hört dies zu den merkwürdigen Berührungen wissenschaftlicher Arbeiten, wie 
sie^sooftzumErstannenderer, welche so «nsanunentreffen, stattfinden. (1877.) 
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«nd seteeiL wir femer 

dP — f(t + dt)-— f(t), 
80 eriialten wir Im allgemBinen Falle 

— = mAmt°-i -}- nAnt"-i + . . . . 

Als der einfachste Fall ersoheiiit hier der , dass P , also audi 
Amy An '*•* filementai^dsBeii erster Stufe sind. Nimmt man dana 
IBS Besondere an^ dass P ein konstantes Gewicht habe, so wird es 
»dl, uremi man die Ghnössen jetzt als Gröflsen erster Btafe mit kleinen 
Bnchstoben bezeidhnet, in der Form darstellen lassen 

p««a + bmt"*+bat'* , 

wo bm» bn, ... Strecken darstellen, a und p also CHementarg^Ossen 
von gleichem Gewicht. Dann eihält man 

^ = mbmt"^-» + nbnt°-* + ...., 
dt 

^ dp 
nnd — stellt also eine Strecke dar. Man übersieht leicht, dass, wenn 

p den Ort eines Pnnktes in der Zeit t darstellt, dann ~ die Geschwin- 

dt 

d2p 
digkeit desselben ihrer Grdsse und Richtung nach, und ■— seine Be- 

dt^ 

sehleimigung auf dieselbe Weise darstellt. Durch die Einführung 
dieser Betrachtungsweise in die Mechanik gelangt man mit Anwen- 
dung unserer Analyse aufs Leichteste zu der Lösung mancher Pro 
bleme, die sonst als verwickelt erscheinen ; doch würde mich die weitere 
Verfolgung dieses Gegenstandes zu weit von meinem Ziele abfuhren*). 



Zweites EapiteL 

Aeussere Multiplikation, Division und Abschattung 

der Elementargrössen. 

§ 106. Der Begriff der Abweichung, wie wir ihn in der Ent- 
wid^elnng des yorigrai Kapitels jbu Grunde legten, enthXlbdem KeinW" 
nach den Begriff des Produktes zweier Elementargrössen in sich. 

^ Yergl. meinen Aufsatz : Die Mechamk nach den Principien der Ans- 
delurangslehre in den mathematischen Annalen Bd. XII. (1^77.) 

10* 
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Wir verstancien dort nnter der Abweichung eines Elementes et von 
einem andern Elemente q die Strecke, welche von q nach a geführt 
werden kann, und bezeichneten dieselbe mit [^a] ; ebenso rerstanden 
wir unter der Abweichung eines Elementarvereines, von einem Ele- 
mente q dieVielfachensumme aus den Abweichungen seiner Elemente 
von demselben Elemente ^, wenn man als KoeMcienten dieser Viel- 
fachensumme die den betreffenden Elementen zugehörigen Zahlen- 
grossen (Grewichte) nimmt. Wir bestimmten darauf die einem Ele- 
mentarverein entsprechende Elementargrösse so , dass sie statt des- 
selben gesetzt werden konnte, sobald es sich nur um die Abweichimg 
handelte, und setzten eben die Gleichheit der Abweichungen als ein- 
zige Bedingung für die Gleichheit der Elementargrössen ; daraus ergab 
sich dann , dass die einem Elementarvereine zugehörige Elementar- 
grösse wiederum die mit den zugehörigen Gewichtoi als Koef&cienten 
versehene Vielfachensumme der Elemente sei, also die entsprechende 
Vielfachensumme der Elemente, wie die Gesammt- Abweichung jenes 
Vereins eine Vielfachensumme aus den Abweichungen der Elemente 
war. Bezeichnen wir daher gleichfalls die Abweichung einer Ele- 
mentargrösse a von einem Elemente q mit [^a], so haben wir 

und so auch, da die Gesammtabweichung eines Elementarvereins die 
Summe ist aus den Abweichungen ihrer Theil« 

[?(a + b + c+...;] = [9a] + [ßb] + ..., 
wenn a , b , .... beliebige Elementargrössen vorstellen. Späterhin 
hatten wir das Produkt einer Zahlengrösse in eine Elementargrösse, 
d. h. in eine Vielfachensumme von Elementen , als eine Vielfachen- 
summe definirt, welche aus der ersteren durch Multiplikation ihrer 
Koefficientenmit jener Zahlengrösse hervorgeht, und daraus folgt nun, 
dass man die Abweichung einer m-fachen Elementargrösse findet, 
wenn man die der einfachen mit m multiplicirt, also dass 

[q (ma)] = m [^a] 
ist*). Kurz es zeigt sich, dass die multipUkative Grundbeziehung 
för die fragliche Verknüpfung von q mit einer Elementargrösse, 
sowohl an sich als auch in Bezug auf das Hinzutreten von Zahlen- 

*) Hieraas ergiebt sich übrigens, dass man in der ersten Gleichnng dieses 
Paragraphen auch statt der Elemente a, ^, . . . die Elementargrössen a, b, . . . 
einführen könnte. 
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faktoren gilt , sobald man nur den zweiten Faktor als gegliedert be- 
trachtet, üeberdies zeigt sieb, da [qq] nnll ist, und [ga] gleich 
— [cc^]y dass diese Multiplikation eine äussere sein würde. 

§ 107. Ehe wir nun zu dem vollständigen Begriffe des äusseren 
Produktes der Elementargrössen übergehen , wollen wir den Begriff 
der Elementarsysteme feststellen. Dieser Begriff gründet sich wie 
der der Ausdehnungssysteme (§ 16) auf den Begriff der Abhängig- 
keit. Wir nennen eine Elementargrösse erster St. abhängig von 
andern Elementargrössen , wenn sie sich als Vielfacbensumme der- 
selben darstellen lässt, hingegen nennen wir mehrere Elementar- 
grössen erster St. unabhängig, wenn zwischen ihnen keine Abhängig- 
keit in dem angegebenen Sinne stattfindet, d. h. keine von ihnen sich 
als Vielfacbensumme der übrigen darstellen lässt. Nun verstehen 
wir unter einem Elementarsjsteme n-ter Stufe die Gesammtheit der 
Elemente, welche von n Elementen abhängig sind, während diese n 
Elemente von einander unabhängig sind. Sind nun «,/?,/.... die 
n von einander unabhängigen Elemente, und ich betrachte zwei von 
ihnen abhängige Elemente, Q und <f, so wird auch ihre Differenz sich 
als Vielfacbensumme jener n Elemente darstellen lassen ; diese Diffe- 
renz, welche die gegenseitige Abweichung beider Elemente darstellt, 
hat zum Gewichte null , und man erhält daher q — er in der Form 
dargestellt : 

wo zugleich 

ist. Drückt man vermittels der letzten Gleichung irgend einen der 
Koefficienten z. B. a durch die übrigen aus , so erhält man, indem 
man diesen Werth in die erste einfuhrt, 

? — 0-— 6(/?— «) + c(y-a) + , 

d. h. die gegenseitige Abweichung zweier Elemente eines Elementar- 
Systems n-ter Stufe ist als Vielfacbensumme von (n—1) Strecken dar- 
stellbar, welche von einem der n Elemente, die das System bestimmen, 
nach den übrigen gelegt sind ; und umgekehrt jede Strecke, die sich als 
Vielfachensumme dieser (n — 1) Strecken darstellen lässt, führt auch von 
einem Elemente jenes Systems nothwendig wieder zu einem Elemente 
desselben Systems. Wir können daher auch sagen, ein Elementar- 
System n-ter Stufe sei die Gesammtheit der Elemente, deren gegenseitige 
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AbweidhuugeQ eiiiBin und demselben Anadehnuiigssystem (n-^l)ter 
8£iife angehören, oder^ wenn man sich ao aasdräckBOKTrill, es Bei die ele- 
mentare Darstellung eines AiusdehnuiKigss jstemes (n — l)teir Stafe. Noch 
bemerke ieh, dass es im Begrüß des SUementaxsjstems unmittelbar liegt; 
dass n Elemente dann und nur dann Ton einander unabhängig sind, wenn 
sie keinem niederen Elementarsystem als dem n-ter Sttufe angehören. 

§ 108. Um nun sogleich zu dem Begriff der äusser^i Mul- 
tiplikftticMQ beliebig vieler Elementargröasen erster Btnfe zu gelangen, 
haben wir nur den allgemeinen (^armellen) Begriff der äusseren Mul- 
tiplikation auf diese Grössen anzuwenden. Der Begriff der Multi- 
plikation ist schon dadujrch bestimmt , das» man in einem Produkte 
Tom zwei Faktoren, von denen der eine aus zwei gleiehartigen Stttcken 
besteht, statt dieses Faktors seine Stüeke einzeln einführen, und die 
so gebildeten Produkte, welche wieder als gleichartig zu betrachten 
sind, addjren darf. Dies Produkt mehrerer Grössen erster Stufe (die 
wir als solche einfache Faktoren genannt haben) wird als ein äusseres 
dadurch bestimmt, dass ohne Werthänderang desselben in jedem eiie 
ladien Faktor aolcbe Stücke, welche mit euBi^n der beiden a^unächst- 
stehenden Faktoren gleichartig sind, weggelassen werden könn^i. 
Durch dieae Grundgesetze bestimmen wir also auch dea B^^ff der 
Multiplikatioa von ElementargrÖssen erster Stufe, und halten zugleich 
alle in dem ersten Abschnitte für Ausdehnungsgrössen gegebenen 
Begriffs-Bestimmungen auch fUr ElementargrÖssen fest , und da auf 
jenen Grundgesetzen und den hinzutretenden Begriffs-Bestimmungen 
alle im ersten Abschnitte bewiesenen Gesetze beruhen, so gelten sie 
auch alle für ElementargrÖssen, also namentUeh alle Gesetee der 
äffisserenMultqilikation, der formellen Addition und Subtraktion, der 
Division und der Abschattung ; in. Bezug auf die letzte bemerken vir 
nur noch , dass der Name Projektion hier nid»t gebraucht werden 
darf, weil er in Bezu^ auf ElementargrÖssen, wie sieh spi^eir zeigen 
wirdy einen gänzlich andern Begidff in sich sditie^t, ak wir biaker 
mit ddm Namen der Abschattung bezeichneten. -^ Unsere Aiilsftbe 
bleibt daher insbesondere, unserm Begriffe die mdgiichste Anschaiir 
liehkeit ^ugdben, und seine konkrete Darstellung vor Au^n zu legen. 

§ 10^. IMe Hauptsache ist hier, ausaumitteln, wann sweiProdskle 
einander gleichgesetzt werden können, indem dadurch derBegriflEswnt- 
fang der Grösse, welche das Produkt darstellt, bestimmt wird. D« nun 
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diRoh j^efonMU^G-nuid^feseta^ der Begriff des Produktes y^lk^iQ- 
mea be^tkomt sein soll, so habe** wir zwei Pirodukte dmiQ , aber fiuoh 
u u r dann, eimin^er gloicb 9U setzen, wem,9i.Qh vemuttelst j wer Grund- 
gesetze (oder der dfivai^ abgeleitete^) das eine Produkt in das apdere 
verwandeln iKsst Ss sei daher ein Produkt aus n £lement9rg]:iteQeii 
erster Stui^e der Betrachtung unterworfen. Zunächst ist klar, diisswenu 
dje Gewichte dieser n Elementargrössen ^Ue einzelii g^^mmm Blill 
sind, also jede derselben als Ausdehnung«grösse erster S^e erscheint, 
auch ihr Produkt eipeAusdehnungsgrösse n*ter Stufe liefert. In jedem 
andern Falle , und wenn auch nur Ein einfacher Faktor ein geltendes 
Crcwicht hat*), IHast sich jene^ Produkt ak Produkt eines Elem^iles in 
eine Ausdehnungsgrösse (n — 1) ter Stufedajrstellen. Denn wir könften 
jmerst den Faktor, von welchem wir voraussetzen, dass s^ Gewicht 
nicht null sei, auf die erste Stelle briogen ; sollte sich dabei das Vor- 
«eiehen des Produktes ändern, so können wir statt dessen das Zeichen 
irgend eines Faktors ändern. Ist nun aa jener Faktor, dessen Gewicht 
a nicht null sein soll, so können wir nun den Übrigen Faktoren, wenn 
ihr Gewicht noch nicht null ist, ein beliebiges Vielfaches von a als 
Stück bio^iufiigen , ohne den Werth des Produktes zu äodem , und 
dadurch das Gewicht jedes der übrigen Faktoreu auf null bringen. 
Naobdem dies geschehen ist, smd also die übrigen (n — 1) Faktoren 
Streokeu geworden; ihr Produkt, welches eine Ausdehnungsgrösse 
(n — 1) ter Stufe ist, sei Q^ so ist die !Bleni^targr()sse gleich 

4md dies wiederum, da a eiae Zahlengrösse ist, gleich 

a . oQ «a» cüs . P , 
wenn aQ gleich P gesetzt wird. £s ist also die oben aufgesteUte 
Behauptung erwiesen; aber noch mehr, da das 9U den einzelnen 
Faktaren hin^uzuaiddirende Yiellaebe von a , wen» es das Gewicht 
deneielben null machen sqU, ein bestimmtes ist, so ergiebt sich dadurch 
ei«, bestimmter Werth von Q, also auch von P. Um nun zu zeigeu, 
dass P immer einen bestimmten Werth behält, welche Formver- 
äad^ung man audi voyi^r mit jenem Produkte vorgenomm^)^ hi^t, 
haben wir nur fea^uhal^^» d«ßs alle Formveittndeni»geu eiqes 
Produkte«, welche den W^h desselben umgeändert lassen, darauf 



*) 4« h. ein solches, welches nicht nuU ist. 
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beruhen , dass man jed^m einfachen Faktor Stücke hinzuftigen kann, 
welche den übrigen Faktoren gleichartig sind. Lassen wir nun in 
dem ursprünglichen Produkte zunächst den Faktor aa ungeändert, 
fügen aber irgend einem andern Faktor ein Stück hinzu , welches 
irgend einem der übrigen Faktoren, etwa dem Faktor iß gleichartig 
isty z. B. das Stück mß, wo m eine Zahlengrösse bedeutet, so hat man 
nachher) um das Gewicht dieses vermehrten Faktors auf null zu 
bringen, noch ausser dem, was vorher zu subtrahiren war, die Grösse 
ma zu subtrahiren , somit erscheint das jenem Faktor hinzugefügte 
gleich m (ß — a) ; aber der Faktor iß verwandelt sich bei denselben 
Umwandlung in i(ß — a); also bleibt auch nach der bezeichneten Um- 
Wandlung das dem einen Faktor hinzugefügte Stück dem andern 
gleichartig, d. h. das Produkt Q, also auchP behält denselben Werth. 
Somit haben wir gezeigt, das der Werth P, welcher als zweiter Faktor 
erscheint, ein bestimmter ist, wenn a unverändert bleibt; nun kann 
aber a um jede Strecke wachsen , welche dem Systeme P angehört ; 
es sei dieselbe pi, so hat man 

(a + p,)*P — «.P, 
d. h. es kann sich das Element a in jedes dem Elementarsysteme, 
was durch a und P bestimmt ist , angehörige Element verwandeln, 
während P immer denselben Werth behält , und hiermit ist der Be- 
griffsumfang bestimmt. Wir nennen nun ein Produkt von n Elementar- 
grossen erster Stufe oder eine Summe von solchen Produkten eine 
Elementargrösae n-ter Stuf e, und ein solches Produkt, dessen 
einfache Faktoren nicht sämmtlich Strecken sind, eine starre Ele- 
mentargrösse. Somit haben wir den Satz gewonnen, „dass 
eine starre Elementargrösse n-ter Stufe sich als Produkt eines 
Elements in eine Ausdehnung (n — l)ter Stufe darstellen lässt, dass 
diese Ausdehnung, welche wir die Ausweichung jener Elementar- 
grösse nennen , durch dieselbe vollkommen bestimmt sei , dass aber 
als Element jedes beliebige angenommen werden kann, was dem durch 
die einfachen Faktoren der Elementargrösse bestimmten Systeme 
angehört. '^ Die starre Elementargrösse erscheint daher überhaupt 
als Einheit des durch sie bedingten Elementarsystems und der ihr 
zugehörigen Ausweichung ; und durch das Ineinanderschauen beider, 
d. h. durch das Zusammenfassen beider Anschauungen in eine ist 
die Begriffseinheit einer Elementargrösse von höherer Stufe , oder, 
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was dasselbe ist, eines Produktes von Elementargrössen erster Stufe 
gegeben. Wir wollen nun die Anschauung der starren Elementar- 
grosse dadurch vollenden, dass wir sie als bestimmten Theil des 
Elementarsystems, dem sie angehört, darzustellen suchen. 

§ 110. Nach dem im vorigen § aufgestellten Begriff ist das 
Produkt zweier Elemente cc , ß die an das durch a und ß bestimmte 
Elementarsystem gebundene und dadurclf gleichsam erstarrte Strecke 
aß. Den Begriff der Strecke gründeten wir auf den des einfachen 
Ausdehnungsgebildes erster Stufe. Darunter verstanden wir die 
Gesammtheit der Elemente, in die ein erzeugendes Element bei 
stetiger Fortsetzung derselben Aenderung Überging ; das erzeugende 
Element in seinem ersten Zustande nannten wir das Anfangselement 
des Grebildes, in seinem letzten das Endelement, beide Elemente 
die Gränzelemente und alle Übrigen Elemente des Gebildes be- 
zeichneten wir als zwischen jenen Gränzelementen liegende. So- 
mit können wir auch sagen, das einfache Gebilde aß sei die 
Gesammtheit der zwischen a und ß liegenden Elemente , wobei es 
vermöge des Begriffs des Stetigen gleichgültig ist, ob wir die Gränz- 
elemente selbst , weil sie an sich keine Ausdehnung darstellen , mit 
hinzunehmen oder nicht. Dies Gebilde nun wird als Elementar- 
grösse zweiter Stufe aufgefasst , wenn man nur einestheils das Ele- 
mentarsystem zweiter Stufe , dem es angehört , und andrerseits die 
Erzeugungsweise festhält, so dass zwei solche Gebilde, welche dem- 
selben Elementarsysteme zweiter Stufe angehören und durch die- 
selben Aenderungen erzeugt sind, als Elementargrössen einander 
gleich sind, aber auch nur zwei solche. Oder denkt man das ganze 
Elementarsystem durch stetige Fortsetzung derselben Aenderung 
erzeugt, und nimmt zwei Elemente desselben als entsprechende 
an , und ausserdem je zwei Elemente als entsprechende , welche aus 
den entsprechenden durch dieselbe Aenderung erzeugt sind, so werden 
zwei auf diese Weise sich entsprechende Gebilde, als gleiche 
Elementargrössen zweiter Stufe erscheinen. Wenden wir nun 
dasselbe auf die Elementargrössen höherer Stufe an, und betrach- 
ten also drei oder mehrere Elemente a , ß , /•.•.> so entsteht uns 
hier gleichfalls die Aufgabe, die Gesammtheit der zwischen die- 
sen Elementen liegenden Elemente zu finden , und diese Gesammt- 
heit zu vergleichen mit dem Produkte der Elemente. Was wir 
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unter einem zwischen 2 üte^aenten liegenden lUemeate yerstdien, 
lat schon festgesetzt ; jedes Element nun , wus zwisoiien einem Ele- 
mente a und einem zwischen ß woA^y liegenden Elemente sidi be- 
findet , bezeichnen wir als ein zwischen ec , ß und }! lieg^ddes > und 
Überhaupt ein Element, welches zwischen a und einem zwischen 
einer Beihe von Elementen ß, ^ .... * befindlidien Elemente Uieigt, 
als ein zwischen der ganzen Elementenreihe « i ß, y,,, li^i^ftdee. 
Die Geuammtheit dieser Elemente wollen wir vortttufig ein Eckge- 
bilde nennen, a, /?, ^^j... seine Ecken, und diese Sehen sowohl 
als die Elemente, welche zwischen einem Theile dieser Ecken liegen 
(nicht zwischen allen) , seine Gränzelemente , jene zwischen sttmmt- 
lichen Ecken liegenden Elemente hingegen die inneren Elemente 
des Eckgebildes. Unsere Aufgabe ist nun zunächst die , alle Zwi- 
schenelemente (inneren Elemente) als Yielfachensumme jener Ele- 
mente , zwischen denen sie liegen , darzustellen , und die Delation 
zu bestimmen , welche dann zwischen den Koefficienten statt finden 
muss. Zuerst in Bezug auf zwei Elemente ist klar , dass ein Ele- 
ment Q dann und nur dann zwischen a und ß liege, wenn aQ gleich- 
bezeichnet ist mit gßy so dass die letzte Aenderung als Fortsetzung 
der ersten erscheint. Jedes Element q nun , was in dem durch a, 
ß bedingten Elementarsystem liegt , kann dargestellt werden durch 
die Gleichung 

wo a und i beliebige Zahlengrössen vorstellen , deren Summe eins 
ist. Nach dem vorigen liegt nun Q dann und nur dami zwischen a 
und ßi wenn aQ gleichbezeichnet ist mit ^ßy d. h. 

cc . (a« -|- iß) gleiches Ziehen hat mit (aa -f~ ^ß)' ß 
oder , indem mm die Gesetze der äusseren Multiplikation anwendet, 
wenn iaß gleich bezeichnet ist mit Oiaß , d. h* 1^ gleich bezeichnet 
ist mit a ; d. h. , da ihre Sunune eins , also positiv ist , wenn beide 
Koefficienten oder Gewichte positiv sind. Ist einer derselben null, 
so ist das Elenaent ein Gränzelement. Dureh Fortaetsuftg desselben 
Verfahrens kQnaen wir nun beweisen, dass ein Element q dann und 
nur dann zwischen, einer Reihe von Elementen a , ß^ )'..., welche 
von einander unabhängig sind, Hege, wenn es sich in der Form 

BÜt lauter positiven Koefficienten darstellen lasse. Wir^sagten^ daas 
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eiB £lemeait (f dann und ninr danu iwuckAn einer Beihe roa £1»- 
ment^i liege , wenn es zwischen dem eisten Slemente diewn: iLeilie 
und einem zwischen den folgenden befindliehen EleBnenite liege. 

Soll Q datier zwischen er , fi, y liegen , so muss es zwischen er 

nnd einem zwischen ß ^ y ,,, liegenden Elemente sich befinden , es 
muss also q sich als Yielfaehensumme von a und einem zwischen 
ßj y.... liegenden Elemente, deren Koefficienten beide positiv 
sind , darstellen lassen ; also muss zuerst der Koeffieient voa a po- 
sitiv sein, demnilohfiit aber auch der Koefficient des zwischen ßj 
7. . . . liegeuden Elementes , dies Element muss sich aber aus dem- 
sdben Grunde als Viel&chensumme von ß und einem zwischen den 
folgenden Elementen y ,.. be&ftdlichen Elemente mit positiven Ko- 
efficienten darstellen lassen ; in dem Ausdrucke für q war aber dies 
zwischen ß , y . . . liegende El^nent mit eineim positiven Koefficien- 
ten multiplicirt ; also werden wir , indem wir den ftir dies Element 
gefundenen Ausdruck in den Ausdruck für ^ einftlhren, und die 
Klammer auflösen^ q als Yielfaehensumme von den Elementen cc , ß 
und einem zwischen den folgeinden Elementen y ... befindlichen 
Elemente mit positiven Koeffidenten dargestellt haben , und da wir 
dies Verfahren bis zum letzten Elemente hin fortsetzen können , so 
folgt, dass jedes zwischen a, ß, y... liegende Element sieh als 
Yielfaehensumme von a , ß y 7 . . . mit positiven Koefficienten dar- 
stellen lasse. Es ist nuu noch zu zeigen , dass auch jedes Element, 
was sich in dieser Form darstellen lasse , Zwischenelement sei. Ist 
ein Element q in der obigen Form dargestellt 

^«■aa + '/^ + <^+ y 

wo a, if €,...• positive Koefficienten sind ; so hat die Summe aller 

auf aa folgenden Glieder zum Gewichte 6 -j" ^ "4^ • • • » *1^^ ®*^® P*^ 
sitive Zahl , ist also, wenn man die Koefficienten B, c, . . . mit 6 -{' ^ 
-|-. . . dividirt, und dann jene Summe mit b -|- c -f- . . . multiplicirt, 
als Produkt einer positiven Zahl in ein Element, was seinerseits 
wieder als Yielfaehensumme von ßj /,«... mit positiven Koefficiear 
ten erscheint, darstellbar, folglich liegt q zwischen a und einem 
Elemente, was als Yielfaehensumme der folgenden Elemente niijk 
positiven Koefficient^i darstellbar ist, und da wir diesen Schluss 
fortsetzen klonen bis zu den beiden letzten El^nenten hin, und 
das als Yielfaehensumme dieser letzten mit positiven Koelfici^ten 
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darstellbare Element ein zwiscbenliegendes ist, so folgt i dass ^ 
selbst zwischen a , /?, y . . . liege ; also ist der vorher ausgesprochene 
Satz erwiesen; auch ist klar, dass, wenn einer oder mehrere 
KoefEcienten nnll werden , während die tibrigen positiv bleiben , q 
als Grttnzelement erscheint. 

§ 111* Betrachte ich nun auf der andern Seite das Produkt 
a,ß,y.d.,., dessen Ausweichung nach § 109 gleich [«/?]. [/^]. 
[ycf|... ist, und stelle das Ausdehnungsgebilde dar, was diesen 
Werth hat , und dadurch entsteht , dass das Element a zuerst die 
Strecke [aß] beschreibt, dann jedes so erzeugte Element die Strecke 
[ßy], dann jedes die Strecke [yd] beschreibt u. s. w,, so ist klar, dass 
jedes solche Element (a) aus a durch eine Aenderung von der Form 

wo p , q , r . . . sämmtlich positiv und kleiner als eins sind , hervor- 
geht, also der Gleichung 

[a<f] = ^[aß] + q[/?y] + v[yd] +... 
genügt, und dass jenes Ausdehnungsgebilde ausserdem keine Elemente 
enthält , indem die Werthe null und eins für jene Koefficienten (p, 
q, r, . . .) Oränzelemente bedingen. Das Eckgebilde zwischen a , ß, 
/, cf , . . . enthielt die Gesammtheit der Elemente, welche der Glei- 
chung 

(r«s aa 4" 'i^ + <^>' + ^* + • • • 
mit positiven Werthen von a, b, c, b, . . . , d. h. welche der Gleichung 

[ac] «=6[a/q -f. c[ar] + b [arf] -f . . . . 

genügen , wenn b , c , b, . . . positiv, und ihre Summe kleiner als eins 

ist. Setzen wir hier statt [ay] seinen Werth [aß] -|- [ßy], statt 

[acJ] seinen Werth [aß] -[- [ßy] -)- [yd] , u. s. w. , so erhält man 

für ein Element C des Eckgebildes die Gleichung 

[a(r] = 

^(i + c + t> + ...)[aß] + (c + t> + ...)[ßy] + (t> + ...)[yd] + ,.. 

= PM + q[/?y] + r[y(rj+... 

mit der Bedingung , dass jeder frühere KoefBcient grösser als der 

folgende , der erste kleiner als eins , der letzte grösser als null ist, 

also mit der Bedingung 

i>p>q>r>....>o. 

Es umfasst also das Eckgebilde nur einen Theil der Elemente, welche 
jenes dem Produkte a,ß,y,d,,, entsprechende Ausdehnungs- 



g 111 Yergleichang mit der Ansdehnangsg^Ssse* 157 

gebilde enthält , nämlich diejenigen , in denen die zuletzt hinzuge- 
fügte Bedingung erfüllt ist. Nun wollen wir jenes Eckgebilde vor- 
läufig mit [a , b , c . . . . ] bezeichnen , indem wir [aß] mit a , [fty] 
mit b , \yi\ mit c bezeichnen u. s. w., und verstehen also darunter 
die Gesammtheit der Elemente C, welche der Gleichung 

[o<r] = pa -[- qb -f- rc -|" • • • 
mit der Bedingung 

i>p>q>'-> >o 

genügen. Als Gränzelemente erscheinen diejenigen, bei deren 
Darstellung in jener Form theilweise Gleichheit jener Grössen 
(1 , p , q , r ...... 0) eintritt. Nun leuchtet ein , wie jede andere 

Folge von a , b , c, . . . auch ein anderes Eckgebilde hervorruft, wel- 
ches mit dem ersteren kein inneres Element gemeinschaftlich hat, 
und wie die Gesammtheit der Elemente , welche die zu allen mög- 
lichen Folgen von a, b, c, . . . gehörigen Eckgebilde enthalten , wenn 
man die Gränzelemente immer nur einmal setzt , das dem Produkte 
a . b . c. . . entsprechende Ausdehnungsgebilde selbst darstellt. In 
der That jedes Element dieses Ausdehnungsgebildes wird , wenn die 
Koefücienten p , q , r , . . . verschieden sind , nur in Einem der Eck- 
gebilde, aber auch gewiss in einem, vorkonunen; und wenn diese 
Eoefficienten theilweise gleich sind, so werden es Gränzelemente 
sein , die also nur einmal gesetzt werden sollten. Wir können da- 
her , da auch die Eckgebilde kein Element enthalten , welches* nicht 
in jenem Ausdehnungsgebilde enthalten wäre, das letztere als Summe 
sSmmtlicher Eckgebilde, welche bei allen möglichen Folgen der 
Faktoren a, b, c . . . . eintreten, ansehen. 

Nun können wir endlich zeigen, dass alle diese Eckgebilde, 
ak Theile ihres Systems, einander gleich sind. Die Gleichheit 
zweier Theile eines Elementarsystems besteht im allgemeinsten 
Sinne darin, dass beide von dem in einfachem Sinne erzeugten 
Systeme von Elementen gleiche Gebiete imifassen, nämlich so, dass 
wechselseitig jedem Elemente des einen Gebietes ein, aber auch nur 
Ein Element des andern entspricht. 

Um dies bestimmter zu fassen, nehmen wir an , a, b, c • . . seien 
entsprechende Aenderungen, d. h. solche, die aus den entsprechen- 
den Grundänderungen auf dieselbe Weise hervorgegangen seien, 
und durch sie werde das System von a aus erzeugt , und zwar so, 



\ 
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dass je zwei Elemente , welche in euner der Richtongen a , b , c . . • 
an- einander gränzen, dwch die dieser Eichtang zugehörige Grund- 
ändenmg ans einander erzeigt seien. Dann ist klar, wie jedem 
Elemente des Eokgebildes (a, b, c,) ein, aber anch nur Ein Ele- 
ment eines Eckgebildes , in weldier die Strecken a , b , c. . . in 
anderer Ordnung vorkommen , entspricht. Denn wenn o* ein Ele- 
ment des ersten ist und [acf] als Vielfachensumme von a , b , c . . . 
dargestellt ist , so hat man sogleich das entsprechende Element des 
andern, wenn man in jener Yiel&chensnmme , ohne die Ordnung 
der Koefficienten zu ändern , a , b , c . . . auf die Ordnung des zwei- 
ten E<^gebildes bringt. Folglich sind in der That ^ wenigstens in 
Bezug auf die angenommene Erzeugungsweise des Systems, alle 
jene Eckgebilde als Elementargrössen einander gleich. Aber schon 
aus der Art , wie wir in § 20 die Systeme von den Grundänderun- 
gen unabhängig gemacht haben, geht hervor, dass dasselbe auch 
gelten wird in Bezug auf jede andere einfache Erzeugungsw^e des 
Systems; also sind jene Eckgebilde an sieh gleich. Da sie nun 
insgesammt dem Produkte gleich waren , so werden wir sagen kön*- 
nen , jedes derselben sei gleich dem Produkte dividirt durch eine 
Zahl, welche die Anzahl der verschiedenen Folgen ausdrückt, welche 
die n Faktoren a , b , c . . . . annehmen können ; diese Zahl nennen 
wir die Gefolgszahl aus n Elementen, und bezeichnen sie, wenn 
die Anzahl der Faktoren n ist , mit n ! , setzen also das Eckgebüde 
seiner Ausdehnung nach gleich 

n! ^' 

wir nennen diesen Werth die Ausdehnung des Produktes a.ß.y,,,,, 

d. h. die Ausdehnung der Elementargrösse. Es ist also 

„die Ausdehnung einer starren Elementargrösse gleich ihrer 
Ausweichung, dividirt durch die zu der Stufenzahl dieser Aus- 
weichung gehörige Gefolgszahl. " 
Namentlich ist , indem wir voraussetzen , dass zwei Elemente 

zwei Folgen zulassen , drei Elemente aber deren 6, die Ausdehnung 



*) Dass n! as 1.2 .3. ..n sei, lehrt die Kombinationslehre; würden wir 

a'.b.c... 
dies voraussetzen, so würden wir den Werth des Eckgebildes erhalten-; — ^"-^ 
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dner stasnett lSkmentATgr^a»e dritter Stafb die Hxlfbe ih»er Atu- 
weiebtmg , imd die AuBdehiitiiig einer starren Elementargrösse Tier- 
ter Stufe dfex mehrte Theil ihrer Answeicfafimg*) ; und nehmen wir 
an , dass Ein Element nur Eine Anordnung zulasse , nttmlich die, 
dass es eben giesetEt wird, tind wenn kein Element da ist, auch 
Eine Anordnung m(>glioh \ät , ntttnüch die , dass eben kein Element 
gesetzt wird , so folgt , dass fftr Elementargrössen erster und zwei- 
ter Stufe Ausdehnung und Ausweichung einander gleieh sind. 

§ 112^ Für die Elementargrössen erster Stufe ist die Aus- 
weichung oder Ausdehnung eine Zahlengi<5Bse , nämlich dieselbe, 
die wir oben als ihr Gewicht bezeichneten. Es entsteht daher die 
Aufgabe ftir Elementargrössen höherer Stufen die entsprechenden 
Sätze abzuleiten , die wir für Elementargr(>ssen erster Stufe in Be- 
zug anaf ihr Gewicht aufstellten. Zunächst ergiebt sieh, „dass, 
wenn die Glieder einer Gleichung dasselbe Element a als gemein- 
schaftUchen Faktor enthalten, während der andere Faktor eines 
jedai Gliedes eine Ausdehnung ist , man jenes Element a aus allen 
Gliedern weglassen könne , ohne die Richtigkeit der Gleichung auf- 
zuheben. Die Kichtigkeit dieses Satzes erhellt , wenn man in der 
vorausgesetzteoi Gleichung Ein Glied auf die linke Seite allein schafft, 
und die ttbrigen in Ein Glied mit dem Faktor a zusammenfasst, 
und also die Gl^ehung in der Form darstellt 

aA = a(B + C +...); 
da nämlich nun die linke Seite eine starre Elementargrösse darsteUt, 

die rechte also gleichfalls , so müssen die Ausweichungen auf bei- 

d^ Seiten gleich, also 

sein. Stellt man dann die Glieder dieser Gleichung wieder in der 
TursprtkDglichen Ordnung her, so hat man die Gleichung-, deren 
Richtigkot zu erweisen war. Wir können die Summe der Aus^ 
weiehungen mehrerer Glieder, welche alle dasselbe Element ^ als 
FiA:tor haben , auch dann , wenn diese Summe eine formelle Aus- 
dehnungsgröese darstellt, die Ausweichung ihrer Summe nennen, 

*) Diese Jle&altate entsprechen den Sätzen der Geometrie, dass das 
Breieck die Hälfte ist des Parallelog^ramms von gleicher Grandseite und Höhe, 
und die dreiseitige Pyramide der 6-te Theil des Spathes, dessen Kanten drei 
Ensammens'tMsenden Kanten der Pyramide gleich sind. 
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und dann den so eben erwiesenen Satz auch so ausdrücken : „In 
einer Oleichung, deren Glieder dasselbe Element q als gemein- 
schaftlichen Faktor haben , kann man statt aller Glieder gleichzei* 
tig ihre Ausweichungen setzen , ohne die Kichtigkeit der Gleichung 
aufzuheben.^ Vermittelst dieses Satzes ergiebt sich nun, dass, 
wenn man die Glieder irgend einer Gleichung alle mit demselben 
Elemente Q multiplicirt , und statt jedes so gewonnenen Gliedes 
seine Ausweichung setzt , die Gleichung eine richtige bleibt. Wir 
verstehen nun dem vorigen Kapitel gemäss unter der Abweichung 
einer Grösse B von einer andern A die Ausweichung des Produktes 
AB, und haben somit den Satz gewonnen, dass man in einer 
Gleichung statt aller Glieder gleichzeitig ihre Abweichungen von 
demselben Elemente ^ setzen darf, oder einfacher ausgedrückt, 
dass gleiche Elementargrössen auch von demselben Elemente um 
Gleiches abweichen. Hierbei ist zu bemerken , wie aus der Defi- 
nition sogleich hervorgeht , dass die Abweichung einer Ausdehnung 
von einem Elemente stets dieser selbst gleich, also von dem Ele- 
mente gänzlich unabhängig ist. Stellen wir uns nun eine Glei- 
chung vor , deren Glieder theils staiTC Elementargrössen theils Aus- 
dehnungen sind, und in welcher jede der ersteren als Produkt 
eines Elementes in eine Ausdehnung , also in der Form a , A dar- 
gestellt ist: so verwandelt sich durch Multiplikation aller Glieder 
mit f jenes Glied in q .a,A oder in Q,(oc — ^) • A , weil man in 
jedem Faktor eines äusseren Produktes Stücke hinzufügen kann, 
welche den andern Faktoren gleichartig sind , und da (a — q) eine 
Strecke, also (cc — ^) - A eine Ausdehnung ist, so kann man nun den 
gemeinschaftlichen Faktor q weglassen,' und erhält auf diese Weise 
die Abweichungsgleichung, welche somit aus der gegebenen da- 
durch hervorgeht, dass man von den Elementen der starren Ele- 
mentargrössen überall q subtrahirt , und die Glieder , welche Aus- 
dehnungen darstellen , unverändert lässt. Subtrahirt man- nun diese 
Gleichung von der gegebenen, so fallen die Ausdehnungsglieder 
weg , das Glied aA verwandelt sich in aA — (a — ^) • A , d. h. in 
^ . A ; d. h. statt der verschiedenen Elemente , welche mit den Aus- 
weichungen multiplicirt waren, tritt überall das Element q ein; 
dies kann man nun weglassen nach dem vorigen § , und erhält so- 
mit eine Gleichung , welche aus der gegebenen dadurch hervorgeht, 
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dass man die Ausdehnungsglleder weglftsst, statt der übrigen aber 
Uure Auswakhimgen setst. Da nun die Ausweichung einer Summe 
von ElemenUipröeven als die Summe ikrer Ausweichungen definirt 
ist, worin zugleieh liegt, dass die Ausweichung einer Ausdehnungs- 
grosse null ist, so können wir einfacher sagen : 

„Gleiche £lementargx9ssen haben gleiche Ausweichungen'' oder 
„Eine Qleicbung bleibt richtig, wenn man statt aller Glieder 
gleichzeitig ihre Ausweichungen setzt.'' 
Aus diesem Satze geht, wenn man die Ableitungsweise, durch welche 
er sich ergab, umkehrt, der umgekehrte Satz hervor : 

„Zwei Elementargrössen, welche gleiche Ausweichungen haben, 
und von irgend einem Elemente Q um gleic]ie Grössen ab- 
weichen, sind einander gleich (imd weichen auch von jedem 
andern Elemente um eine gleiche Grösse ab).'' 
NtoiUch sind 

«j Aj -4- «t Aa -4" -j- ^ *™^ 

ßi Bi+Ä Ba"f" -^-Q» 

wo die griechischen Buchstaben Elemente, die lateinischen Aus- 

dehnungsgrössen vorstellen , die beiden Elementargrössen, von denen 
wir voraussetzen, dass ihre Ausweichungen gleich sind, d. h. 

Aj —j- Aj -|— .... = B|^ — p Bg '-p- • . • « • 
ist, und dass ihre Abweichungen von irgend einem Elemente Q gleich 
sind, d. h. 

(«1 — ?).Ai + (aj — 9).Aa + + P 

gleich ist 

(Ä— ?).Bt + (Ä — ^).B3 + +Q> 

so erhält man aus dieser letzten Gleichung, indem man die Klammem 
auflöst, und bemerkt, dass nun die Glieder, welche g enthalten, sieh 
vermöge der ersten Gleichung aufbeben^ die zu erweisende Gleichung 

«i.Ai-j-af.Aj-f- -f-P 

gläch 

£iae specielle Folgerung dieses Satzes ist die, „dass eme Elementar- 

grosse , deren Ausweichung null ist , einer Ausdehnungsgrösse gleich 

ist, und von allen Elementen um gleich viel, nttmlich um eben diese 

Ausdehnungsgtösse abweicht.^' Denn wenn die Abweichung jener 

Slementargrösse von irgend einem EleAente Q , welche Abweichung 

11 
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immer nach der Definition eine Ausdelmangsgrösse darstellt, gleich 
P ist , so muss sie seihst gleich P sein , weil sie mit P gleiche. Aus- 
weichxmg nämlich nnll hat, und beide von demselben Elemente ^ um 
eine gleiche Grösse abweichen, denn die Abweichimg jeder Aus- 
dehnungsgrösse von einem beliebigen Elemente ist eben diese 
Ausdehnungsgrösse selbst ; also erfolgt jene Gleichheit nach dem so 
eben erwiesenen Satze , und daraus fliesst dann der andere Theil des 
zu erweisenden Satzes unmittelbar. 

§ 113. Wir wenden den Satz des vorigen § noch auf die 
Addition einer starren ElementargrÖsse (a . A) und einer Ausdehnung 
(P) an. Ist A die Ausweichung der ersteren , so muss es auch , da 
die Ausweichung einer Ausdehnungsgrösse null ist, die der Suname 
sein ; soll daher die Summe wiederum eine starre ElementargrÖsse 
sein , so muss sie sich in der Form ß . A darstellen lassen , und es 
wird dann /9.A in der That der Summe gleich sein, wenn beide 
gleiche Abweichungen von irgend einem Elemente z. B. von a dar- 
bieten ; die Abweichung der Grösse aA von a ist aber null, also hat 
man als die einzige Bedingungsgleichung 

P = 0?_a).A, 
d.h. 

„die Summe einer starren ElementargrÖsse und einer Aus- 
dehnungsgrösse ist nur dann wieder eine starre Elementar- 
grÖsse, wenn die Ausweichung der ersteren der letzteren unter- 
geordnet ist, und zwar ist die Summe dann diejenige Elementar- 
grÖsse , welche mit der ersteren gleiche Ausweichxmg hat , und 
von einem Elemente der ersteren um die letztere abweicht.^ 
§ 114« Nachdem wir nun die Erzeugung der Elementar- 
grössen höherer Stufen aus denen der ersten durch Multiplikation 
und Addition dargestellt , und ihren Begriff durch Yergleichung mit 
den Elementargrössen erster Stufe und mit den Ausdehnungsgrössen 
der Anschauung näher gerückt haben , gehen wir jetzt zu den An- 
wendungen auf die Geometrie und Mechanik über , in welchen jene 
Begriffe sich anschaulich abbilden. Was zuerst die Geometrie betrifft, 
so ist klar, wie die gerade Linie und die Ebene als Elementarsysteme 
zweiter und dritter Stufe erscheinen. Der Itaum selbst aber erscheint 
als Elementarsystem vierter Stufe , und erst hierdurch ist der Eaum 
in seiner wahren Bedeutung ^rgestellt. Die starre ElementargrÖsse 
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lies sich am einfaclisten als Produkt eines Elementes in eine Ans- 
debnungsgröBse darstellen, welche wir die Ausweichimg derselben 
lumnten; und es erschien dieselbe als die an ihr Elementars jstem 
gebundene Ausweichung. Betrachten wir zuerst das Produkt {a . p) 
eines Punktes (a) in eine Strecke (p), so ist p die Ausweichung 
dieses Produktes , die gerade Linie , welche von a in der Richtung 
der Strecke p gezogen wird , das Elementarsystem desselben , und 
das Produkt erscheint also als eine Strecke, welche einen Theil einer 
konstanten geraden Linie ausmacht , und an diese Linie gebunden 
bleibt. Wir nennen dies Produkt , da es einen Theil einer geraden 
Linie bildet, Liniengrösse, und fahren fort, die Strecke, welche an ihr 
erscheint, ihre Ausweichimg zu nennen. Eben so stellt sich das 
Produkt (a . P) eines Punktes (a) in einen Flächenraimi von kon- 
stanter Richtung als ein Flächenraum dar, welcher in einer konstanten 
Ebene liegt , nämlich in der durch jenen Punkt in der Richtung des 
Flächenraums gelegten Ebene ; wir nennen jene Grösse, da sie einen 
Theil einer konstanten Ebene bildet, Ebenengrösse (yielleicht besser 
Plangrösse) , und jenen Flächenraum von konstanter Richtung ihre 
Ausweichung. Das Produkt endlich eines Punktes in einen Körper- 
raum hat für die Geometrie, da der Raum ein Elementarsystem vierter 
Stufe ist , also jeder Körperraum schon an sich an ihn gebunden ist, 
keine andere Bedeutung als dieser Körperraum selbst. 

§ 115. Hieraus entwickelt sich nun leicht der Begriff eines 
Produktes von mehreren Punkten. Betrachtet man zuerst das Pro- 
dukt zweier Punkte a . ß oder ctß , so ist das System , an welches es 
gebunden ist, die durch beide Punkte gezogene gerade Linie, und da 

a,ß^a.{ß—a) 
ist, 80 ist die Ausweichung dieses Produktes die Abweichung des 
zweiten Punktes von dem ersten , d. h. das Produkt zweier Punkte 
ist eine Liniengrösse , deren Linie durch jene beiden Punkte geht, 
und deren Ausweichung die von dem ersten an den zweiten geführte 
Strecke ist. — Das Produkt dreier Punkte cc,ß ,y erscheint als 
Plangrösse, deren Ebene durch jene 3 Punkte geht ; und da 

a.ß.y^a.{ß—a).{y — a)^a,[aß].[ay\ 
ist, 80 ist die Ausweichung derselben der Flächenraum eines Parallelo- 
gramms , was die Abweichungen der beiden letzten Punkte von dem 

ersten zu Seiten hat. Auch können wir, da 

11* 
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[«y]=-[«/?] + [/jy]i»t, 
[aft\ . [ay] - [afi\ . \jSy] 
netzen ; also ist die Ausweichung das Produkt der stetig auf einander 
folgeioden Strecken, welcke die Punkte in der Beibenfolge, in welcher 
tie in dem Produkte auftreten , verbinden. Das Produkt yon vier 
Punkten cc.ß.y.d erscheint als ein Körperraum , und zwar ist die 
Ausweichung desselben, da 

a . ß .y .d^ a .{ß — a) .{y — a) .{3 — a) = a .[aß].[ay] .ad] 
ist, gleich dem Körperraum eines Spathes, welches die Abweichungen 
der 3 letzten Punkte von dem ersten (in der gehörigen Reihenfolge 
genommen) zu Seiten hat ; oder da 

[ay]^[uß]-{-\ßy] 
[«S\ - [aß] + [ßy] 4- [yd] 
ist , so ist auch , wenn man die den übrigen Faktoren gleichartige 
Stücke weglässt, 

[aß] . [ay] . [aä\ = [aß] . [ßy] . yS], d. h. 
die Ausweichung des Produktes von vier Punkten ist gleich dem Produkte 
der stetig aufeinander folgenden Strecken, welche jene Punkte in der 
Reihenfolge, in welcher sie in jenem Produkte vorkommen, verbinden. 
Hierbei braucht man nicht hinzuzufügen, dass diese Grösse als an den 
Raum gebunden zu betrachten ist, weil alle räumlichen Grössen an ihn 
gebunden sind. Das Produkt von mehr als vier Punkten wird, da der 
Raum nur ein Elementarsystem vierter Stufe ist, stets null sein müssen. 
Sind die zu multipHcirenden Punkte noch mit Gewichten behaftet, sq 
hat man nur das Produkt der einfachen Punkte noch mit dem Pro- 
dukte der Gewichte zu multipliciren , wodurch sich nur die Aus- 
weichung ändert. Viel einfacher gestaltet sich alles , wenn wir die 
Ausdehnung betrachten. Nach der Definition der inneren oder 
zwifldien liegenden Elemente , deren Gesammtheit die Ausdehnwig 
darstellt, ist die Ausdehnung des Produktes ct.ß.y gleich dem 
Flächenraum des Dreiecks , welches a, ßy y zu Ecken hat , und die 
des Produktes a,ß.y,d gleich dem Körperraum der Pyramide, 
welche a, ß^y, i za Ecken hat ; und zugleich liegt in dem Satze, 
dass die Ausdehnung einer reinen Elementargrösse gleich ihrer Aus- 
weichung dwidirt durch die zu der Stufenzahl dieser Ausweichung 
gehörige Gefblgszahl ist , dass das Dreieck die Hälfte des Parallelo- 
gramms , und die dreiseitige Pyramide der 6te Theil des Spathes ist, 
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dessen Kanten mit dreien der Pyramide paridlel sind. — Hierdnrdi 
ist also der B^rifP eines Produktes Ton mehreren Elementargrössen 
eister Stufe für den Ramn bestimmt ; und wir sind dabei nur zu zwei 
neuen GHVssen, nämlich der Liniengrösse nnd der Plangrösse gdangt. 
Auch erhellt, wie das Produkt einer Liniengrösse in einen Punkt 
(oder eine Elementargrösse erster Stufe) allemal eine Plangrösse, das 
Produkt zweier Linieagrössen und ^das eines Punktes in eine Plan- 
grösse allemal einen Körperraum liefert , dass diese Produkte aber 
null werden , wenn die Stufenzahlen der Faktoren zusammengenom«- 
men grösser sind, als die des Elementarsjstemes, in welchem sie liegen ^ 
also z. B. das Produkt zweier Liniengrössen null wird , wenn sie in 
derselben Ebene liegen. Also auch hierdurch gelangen wir zu keinen 
andern Grössen , als zu den beiden oben genannten. Hingegen ge- 
langen wir durch die Addition der Liniengrössen zu einer eigenthUm- 
liehen Summengrösse, welche besonders für die Statik von entschiedener 
Wichtigkeit ist. Wir zeigten oben (Kapitel III. des ersten Abschnittes), 
dass die Sunmie zweier Produkte n-ter Stufe nur dann wieder als ein 
Produkt n-ter Stufe erscheint, wenn jene beiden Produkte demselben 
Systeme (n-^ l)ter Stufe angehören, hingegen eine formelle Summe, 
die wir Summengrösse nannten , liefert, wenn sie nur durch ein noch 
höheres System nmfasst werden konnten. Der letztere Fall kann 
fiir den Kaum , welcher als Elementarsystem vierter Stufe erschetnf , 
nur eintreten, wenn Elementargrössen zweiter Stufe, d. h. Lmiengrössen 
addirt werden sollen, und diese nicht in Einer Ebene liegen. Die nähere 
Erörterung dieses Falles behalte ich der Anwendung auf die Slatik vor, 
in welcher diese Summengrösse eine selbstständige Bedeutung gewinnt. 
§ 116. Unter den zahlreichen Anwendungen, welche die 
Methode unserer Analyse auf die Geometrie verstattet, hebe ich- hi^ 
nur diejenigen hervor , welche mir am geeignetsten erscheinen , um 
das Wesen jener Methode in ein helleres Licht zu setzen. Um die 
Beziehung zu der sonst üblichen Koordinatenbestimmung hervor- 
treten zu lassen» will ich zuerst den Begri£F der Eichtsysteme auf die 
Auffassung des Eaumes als eines Elementarsystemes übertragen. 
Wir hatten im fünften Kapitel des ersten Abschnittes den Begriff 
eines Blchtsystemes für Ausdehnungsgrössen aufgestellt, und demnächst 
ftlr Elementargrössen festgesetzt, dass alle Definitionen , welche wir 
' für Ausdehnungsgrössen aufgestellt hatten , auch auf jene übertragen 
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werden sollen. Während dort als Grundmasse Ausdehnungsgrössen 
erster Stufe auftraten, so werden hier Elementargrössen erster Stufe 
als Grundmasse auftreten , und dadurch ist dann die Bedeutung aller 
dort in § 87 und 88 aufgestellten Begriffe auch für Elementargrössen 
bestimmt , namentlich sind die Definitionen von Eichtmassen , Bicht- 
gebieten , Bichtstück^a , Zeigern hier genau dieselben wie dort ; nur 
die Richtgebiete erster Stufe, welche wir dort Richtaxen nannten, wer- 
den wir hier Richtelemente nennen müssen. Dabei will ich dann nur 
noch bemerken, dass, da auch die Strecken als Elementargrössen erster 
Stufe aufgefasst werden können, unter den Grundmassen beliebig viele 
als Strecken auftreten können, und nur wenn alle Grundmasse Strecken 
werden, erhalten wir das Richtsystem für Ausdehnungsgrössen. Das- 
jenige Richtsystem, was diesem am nächsten steht, und dennoch zur 
Darstellung und Bestimmung der Elementargrössen hinreicht, ist das- 
jenige, in welchem Ein Grundmass ein Element ist, alle übrigen aber 
Strecken darstellen, ein Richtsystem, was seiner Einfachheit wegen 
besondere Auszeichnung verdient. 

§ 117. Wenden wir dies nun auf die Geometrie an, so er- 
scheinen für den Raum als ein Elementarsystem vierter Stufe vier 
von einander unabhängige Elementargrössen erster Stufe als Grund- 
masse, welche zur Bestimmung hinreichen. Die Bedingung, dass sie 
von einander unabhängig sein sollen, sagt nur aus, dass sie nicht in 
Einer Ebene liegen dürfen, und wenigstens eins von ihnen eine starre 
Elementargrösse sein muss (während von den übrigen beliebige auch 
Strecken sein dürfen). Nehmen wir vier starre Elementargrössen 
(d. h. vielfache Elemente) als Grundmasse an , so haben wir die von 
Möbius in seinem barycentrischen Kalkül zu Grunde gelegte Art der 
Koordinatenbestimmung, welche mit der von Plücker in seinem 
System der analytischen Geometrie dargestellten ihrem Wesen nach 
zusammenfällt. Als Richtgebiete zweiter Stufe erscheinen hier 6 
gerade Linien, welche je zwei der Richtelemente verbinden, und ab 
Kanten einer Pyramide erscheinen, welche jene Richtelemente zu 
Ecken hat, als Richtgebiete dritter Stufe vier Ebenen, welche durch je 3 
der Richtelemente gelegt sind und als Seitenflächen jener Pyramide 
erscheinen ; und die Richtmasse zweiter und dritter Stufe stellen Theile 
jener Linien und Ebenen dar ; das Richtmass vierter Stufe , welches 
hier das Hauptmass ist, stellt einen Körperraum dar. Jede Elementar- 
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grosse erster Stufe , mag sie nun eine starre Elementargrösse oder 
eine Strecke sein, kann im Baume als Yielfachensumme der vier 
Grundmasse dargestellt werden, jede Elementargrösse zweiter Stufe, 
mag sie nun eine Liniengrösse oder ein Flä<^enraum von konstanter 
Richtung, oder eine Summengrösse sein, kann als Summe von 6 
Liniengrössen dargestellt werden, welche den oben erwähnten 6 
Linien angehören, kurz jede Grösse kann als Yielfachensumme der 
Bichtmasse gleicher Stufe, oder als Summe von Stücken, welche den 
Richtgebieten gleicher Stufe angehören , dargestellt werden. Diese 
Richtsysteme, deren Grundmasse starre Elementargrössen, d. h. viel- 
fache Punkte sind, nennen wir mit Möbius barjcentrische. Die 
einfachste Art der barycentrischen Eichtsysteme ist die , bei welcher 
die Gnmdmasse blosse Punkte darstellen. Aber die barycentrischen 
Richtsysteme selbst erscheinen nur als eine besondere obwohl am 
weitesten reichende Art der allgemeinen Eichtsysteme, welche aus 
vier beliebigen Elementargrössen erster Stufe bestehen. Denn wir 
zeigten , dass sich beliebig viele derselben bis auf eine in Strecken 
verwandeln können, und erhalten so ausser dem genannten noch 
solche Eichtsysteme, in welchen die Eichtgebiete erster Stufe, theils 
Richtelemente, theils Eichtaxen (konstante Eichtungen) sind. 

unter diesen heben wir besonders diejenige Art der Eicht* 
Systeme hervor , welche ein Element und drei Strecken zu Grund- 
massen haben. Als Eichtmasse zweiter Stufe treten hier auf eines- 
theils drei Liniengrössen, deren Linien durch das Eichtelement gehen, 
mid deren Ausweichungen die 3 andern Grundmasse sind ; andem- 
theils drei Flächenräume von konstanter Eichtung, welche durch die 
drei zwischen jenen 3 Strecken möglichen Spathecke (Parallelo- 
gramme) dargestellt werden ; als Eichtmasse dritter Stufe erscheinen 
einestheils Plangrössen, deren Ebenen durch das Eichtelement gehen 
and deren Ausweichungen die Flächenräume jener 3 Spathecke sind, 
andemtheils ein als Ausdehnungsgrösse aufgefasster Körperraum, 
welcher durch das aus jenen Strecken konstruirbare Späth dargestellt 
ist. Als Hauptmass endlich erscheint derselbe Körperraum aufgefasst 
als Elementargrösse vierter Stufe. Die Systeme, welchen diese 
Richtmasse angehören, bilden dann die zugehörigen Eichtgebiete. 

Die Eichtstücke eines Punktes in Bezug auf ein solches Eicht- 
system sind nun einestheils das Eichtelement, andemtheils drei 
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Strecken, veldte den 3 Bichtaxen parallel sind , und als Summe von 
solchen vier Richtstücken wird jeder Fonkt im Baume dargestellt 
werden kömien; die Abweichung eines Punktes im Räume vom 
Richteleraente wird daher nach diesem Richtsysteme durch Rtcht- 
stücke Y<m konstanter Richtung (durch Farallelkoordinaten) bestimmt, 
also ganz auf dieselbe Weise wie eine Ausdehnung überhaupt durch 
Riehtsysteme , welche zur Bestimmung von Ausdehnungen dienen, 
bestimmt wird. 

§ 1 18. Indem wir nun alle diese Richtsysteme als besondere Arten 
eines allgemeinen Richtsystems, dessen vier Grrundmasse Elementar- 
grossen sind, darstellen : so haben wir damit einestheils die allgemeinste 
Koordinatenbestimmung gefunden , bei welcher die Ebene noch als 
Punktgebüde erster Ordnung erscheint, andererseits sind wir dadurch 
in den Stand gesetzt , das Verfahren , durch welches wir von einer 
Koordinatenbestimmung zu einer andern derselben Art übergehen 
konnten, und welches wir in § 92 für Farallelkoordinaten darstellten, 
nicht nur auf jede Art der Richtsysteme anzuwenden , sondern auch 
es da eintreten zu lassen, wo aus einer Art der Koordinatenbestimmimg 
zur andern übergegangen werden soll , sobald beide nxur jener von 
uns dargestellten allgemeineren Gattung angehören. Namentlich 
können wir danach unmittelbar die barycentrischen Gleichungen in 
Gleichungen zwischen Farallelkoordinaten umwandeln und umgekehrt, 
ohne dass wir noch irgend einer besonderen Vorschrift bedürften. — - 
Indem wir nun femer den Begriff der Richtstücke (Koordinaten) in 
einem allgemeineren Sinne auffassten , sofern wir auch Richtstücke 
höherer Ordnung annahmen , so reicht dieselbe allgemeine Art der 
Richtsysteme auch aus, um Elementargrössen höherer Steifen, nament- 
lich um Liniengrössen und Ebenengrössen zu bestimmen. Ehe wir 
die Bedeutung dieser Bestimmungen durchgehen, haben wir auf einen 
Unterschied zwischen der von uns angegebenen Bestimmungsweise 
und der sonst üblichen aufinerksam zu machen und zu zeigen , wie 
dieser Unterschied ausgeglichen werden könne. Nämlich wir sind 
überall zu der Bestimmung von Elementargrössen, d. h. von Funkten 
mit zugehörigen Gewichten , von Liniengrössen und Ebenengrössen 
gelangt. Bei der Bestimmung durch Koordinaten kommt es aber 
nur auf die Bestimmung der Funkte , Linien und Ebenen ihrer Lage 
nach an , und dadurch erhalten wir bei unserer Betrachtungsweise 



§ 118—^119 Bichtiysteai« für Elementari^Bea iod Itanme. IQQ 

atßis ein itiditstttek odey einen Zeiger mehr, als es bei Jener Be- 
stinrnrnng der Lage erforderlich ist. Dieser Unterschied Iftsst sieh 
auf der Stelle aosgleiehen, indem man bedenkt, dass wenn alle Biöht^ 
stücke oder Zeiger einer Grösse mit derselben Zahlengrösse mnltipli- 
cirt oder dividirt werden, dadurch die Lage (das Elementarsjstem) 
derselben nicht geändert wird. Man erhält also sogleich die Anzahl 
der Zeiger um eins vermindert, wemi man die BichtstÜcke (oder die 
Zeiger) mit einem der Zeiger jedesmal dividirt , und dadurch einen 
der Zeiger jedesmal auf eins bringt. Die so gewonnenen Zeiger 
genügen dann jedesmal zur Bestimmung der Lage. Indem wir nun 
auf solche Weise z. B. die Lage einer Ebene durch ihre Zeiger be* 
stimmen, und zwkchen den als veränderlich genommenen Zeigern 
eine Gleichung m-ten Grades aufstellen; so wird dadurch eine 
un^idliehe Menge von Ebenen bedingt, deren Zeiger jener Gleichung 
genügen ; und von allen diesen Ebenen wird eine Oberfläche umhüllt 
werden, von welcher ich späterhin zeigen werde, dass sie dieselbe sei, 
welche man als Oberfläche m-ter Klasse bezeichnet hat. Eben so 
führt die Bestimmung der geraden Linie durch ihre Zeiger zu eigen« 
thümlichen bisher nicht beachteten Gebilden , welche ich zuerst ge- 
legentlich in einer Abhandlung im C r e 1 1 e ' sehen Journal der Be- 
trachtung unterworfen habe. *) **) Da die weitere Erörterung dieses 
Gegenstandes die Schranken dieses Weites überschreiten würde, so 
will ich mich damit begnügen, hier noch die Gleichung für die 
gerade Linie und die Ebene , wie sie sich durch unsere Wissenschaft 
ergiebt , aufzustellen , und mit den sonst bekannten Gleichungen für 
dieselben in Beziehung zu setzen. 

§ 119. Die allgemeinste Aufgabe , die man sich hier stell^i 
kann, ist die^ die Gleichung einer Ebene, welche durch drei beliebige 
gegebene Punkte geht, oder die Gleiclmng einer Linie, welche durch 
Kwei beliebige gegebene Punkte geht , aufzustellen. Es seien die ge^ 
gebenen Punkte im ersten Falle a, /?, y, im zweiten Falle «, /?, der 
veränderliche Punkt, weleher als Punkt jener Ebene oder dieser 



*) Grelle, Journal für die reine und angewandte Mathematik B. XXIY. 

**) Diese Gebilde sind besonders seit Plücker's letztem Werke „Nene 
Geometrie des Baumes 1868*^ vielfach von den ausgezeichnetsten Mathe- 
matiksini l^ettrbeltdt worden «nd bilden dem Hamptgegenstand der heutigen 
Liniengeometrie. (1877.) 
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Linie durch eine Gleichung zwischen ihm und den gegebenen Punkten 
bestimmt werden soll , sei er , so hat man sogleich aus dem Begriffe 
eines Elementarsystems zweiter und dritter Stufe für den ersten Fall 
die Gleichung 

«./?./. <X«aO, 

für den zweiten 

und durch diese Fonneln , welche den grössten Grad der Einfach- 
heit besitzen , ist die Aufgabe im allgemeinsten Sinne gelöst. Will 
man dann aus Vorliebe für die gewöhnliche Koordinatenbehandlung 
oder aus einem andern Grunde die entsprechenden Koordinaten- 
gleichungen aufstellen , so kann man , wenn man nur die Mühe des 
Niederschreibens dieser langgestreckten Formeln nicht scheut , die- 
selben unmittelbar aus jener einfachen Gleichung ableiten. Will 
man z. B. die Gleichung in Parallelkoordinaten darstellen , so hat 
man sich nur des am Schlüsse des § 117 erwähnten Bichtsystems 
zu bedienen. Bei diesem Bichtsysteme wird jeder Punkt als Summe 
des Bichtelements q und einer Strecke dargestellt. Es sei 

so hat man durch Substitution dieser Ausdrücke in die Gleichung 
der Ebene 

(^ + Pi)-(? + P3)-(^ + P8)-(? + P)— 0, 

oder, indem man die Klammern auflöst , und die Produkte, welche 
null werden*), weglttsst, 

^•P»-P8P+Pi-?-P8-P + Pi-Pa-*-P + Pi-P3-P3-? = 0, 
oder, indem man mit gehöriger Beobachtung des Vorzeichens q über- 
all auf die erste Stelle bringt, und es dann nach § 112 weglässt, 

(PS'P8-+P8-Pl + -Pl •Pa)-P™Pi-Ps-P8- 
Um nun diese Gleichung in die Koordinaten-Gleichung zu verwan- 
deln, hat man nach § 89 nur statt jeder Strecke die Summe ihrer 
Bichtstücke zu setzen, es sei 

p = x-|-y-f z 
Pi = 3Ci+yi + zi 
u. s. w., 
wo X, y, z etc. die Bichtstücke darstellen, so hat man nun 

*) Das sind nämlich alle die, welche q öfter als einmal als Faktor ent- 
halten und das Produkt PiPspsp. 
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+(x8 +73+^3). (xi4-yi+^i)-(^4-y+2) 

+ (xi +71 + 21) . (xa + ya + za) • (x + y + z) •=« 
(xi + 7i +2i) • (^ + 72 +^) • (3tj + 73 +zs). 
Nun hat man nur die Klammern aufzulösen, indem man beachtet, 

dasB die mit gleichen Buchstaben bezeichneten Hichtstücke parallel 
sind, und somit aus jedem Gliede nur sechs geltende Produkte zu je 
drei Faktoren hervorgehen, und bat dann die Faktoren der so ent- 
stehenden 24 Produkte mit Beobachtung der Zeichen so zu ordnen, 
dass die Buchstaben in jedem Produkte auf dieselbe Weise auf ein- 
ander folgen, und erhält dann eine Gleichung , in welcher man statt 
der Hichtstücke die Zeiger setzen und sie dadurch zu einer arithme- 
tischen Gleichung machen kann, in welcher wiederum die Ordnung 
der Faktoren gleichgültig ist. Die Gleichung, welche man auf diese 
Weise gewinnt, ist, wenn man unter x, y, z etc. jetzt die Zeiger ver- 
steht; folgende: 

(7223 — 7323 + 73^1 — 71^3+71 Z2 — 7aZi)x 
+ (z2 ^8 — Z3 X2 + Z3 xi — zi X3 + zi Xa — zj Xj) y 

+ (xa ys — X3 ya+X3 yi — xi yj +xi ya — xj yi) z 

««xiyaZg — Xty3Z2 + X3y,za — xgygZi + xaysz, — XayiZß. 

Diese Gleichung, welche sich durch die gewöhnliche Analyse 

nicht auf eine einfachere Form reduciren lässt , sagt , so weitläuftig 

sie auch erscheint, dennoch nichts weiter aus, als jene ursprüngliche 

Gleichung 

und enthält die kürzeste Lösung des obigen Problems, welche auf 
dem Wege der Koordinaten möglich ist. Man sieht hier in einem 
recht schlagenden Beispiel den Yortheil unserer Methode , und die 
Formelverwickelungen, in die man hineingeräth , sobald man diese 
Methode aufgiebt. 

§ 120. Indem ich die Darstellung der geometrischen Abschat- 
tnng und Projektion, wie auch der verschiedenen Verwandtschafts- 
systeme einem späteren Kapitel*), in welchem diese Begriffe in einem 
noch grösseren Umfange ans Licht treten werden, vorbehalte, so 
schreite ich nun zu den Anwendungen auf die Statik. Der Begriff 



*) Kap. IV dieses Abschnittes. 
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des Momentes tritt zuerst Mer in seiner glmzen Bin&ehbeit auf, wie 
auch der Begriff der Kraft erst hier eine Darstelhing findet, indem 
wir die Kraft als Liniengrösse, also als Elementargrt^sse zweiter Stufe 
auffassen. Unter dem Moment einer Kraft aß in Bezug auf einem 
Punkt Q verstanden wir oben das Produkt 

[qa] . [aß] oder {a — q) .{ß—a)-, 

multipliciren wir diesen Werth noch mit dem Elemente ^, so erscheint 
das Moment als Ausweichung der so entstehenden Elementargröase 
^ . (a — Q)»(ß — ö) ; diese ist aber nach dem bekannten Gesetz der 
äusseren Multiplikation gleich 

Q.a.ß, 

somit können wir das Moment in Bezug auf einen Punkt definiren 
als Ausweichung eines Produkts, dessen erster Faktor der Beziehungs- 
punkt und dessen zweiter Faktor die Kraft ist, oder als Abweichung 
der Kraft von dem Beziehungspunkte. Da nun jede Grleichung 
zwischen den Elementargrössen auch zwischen ihren Ausweichimgen 
besteht, so wird auch jede Gleichung, welche zwischen jenen Produk- 
ten stattfindet, zwischen ihren Momenten gleichfalls stattfinden, obwohl 
nicht umgekehrt. 

Man könnte daher selbst zweifelhaft sein , ob man nicht lieber 
jenes Produkt des Beziehungspunktes in die Kraft als Moment 
definiren , und was wir bisher als Moment fixirten , nur als Auswei- 
chung jener Grösse darstellen soll. — Doch behalten wir den fest- 
gestellten Begriff bei. Unter dem Moment einer Kraft aß in Bezug 
auf eine Axe qd verstanden wir oben (§ 41) das Produkt 

[qa] . [aa] . [aß] oder (a — ?) . (« — ^)-{ß — «)♦ 

Multipliciren wir dasselbe mit ^, so erhalten wir das Produkt 

^.cr.a./^, 

dessen Ausweichung eben jenes Moment ist. Also erseheint das 
Moment einer Kraft in Bezug auf eine Axe als Ausweichung eiftes 
Produktes , dessen erster Faktor die Axe und dessen zweiter Faktor 
die Kraft ist, oder, einfacher ausgedrückt, als Abweichung der Kiaft 
von der Axe. Da übrigens eine Gleichung zwischen Elementar- 
grossen vierter Stufe im Baume als einem Elementarsjstem vierter 
Stufe keine andere Bedeutung hat, als die Gleichung zwischen ihren 
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AuftweichBngen , so kann man Aba Moment in Besag «nf eine Axe 
auch direkt als Produkt dieser Axe in die Kraft auffassen. *) 

§ 121. Es bietet sich auf diesem Punkte der £ntwickeluiig 
eine Methode dar , durch welche wir alle Gesetze für das Gleichge- 
wicht fester Körper ohne Yoraussetaung aller früher bewiesenen 
8ätze der Statik auf die einfachste Weise ableiten ktSnnen. Wir 
bedürfen dazu nur einestheils des Grundsatzes, „dass S Krttfie 
welche auf einen Punkt wirken , dann und nur dann im GleichgC'» 
wicht sind, wenn ihre. Summe null ist," oder, indem wir zwei 
Ejrftfte oder Kraftsysteme einander gleiehwirkend nennen , wenn sie 
durch dieselben Kräfte aufgehoben werden können, „dass zwei 
Ejräfte , die auf einen Punkt wirken , der auf denselben Prmkt wir- 
kenden Summe beider Kräfte gleichwirkend sind,^ andemtheils, 
^dass zwei Earäfte, welche auf einen festen Körper wirken, dann 
und nur dann im Gleichgewichte sind, wenn sie in derselben geraden 
Linie wirken und einander entgegengesetzt gleich sind.^ Hier- 
aus folgt sogleich , wenn wir den so eben aufgestellten Begriff des 
Gleichwirkens festhalten, „dass zwei Kräfte, welche auf einen festMi 
Körper wirken, dann und nur dann einander gleichwirkend sind, 
wenn sie in derselben Linie wirken und einander gleich sind", oder 
einfacher ausgedrückt, „wenn sie als Liniengrössen einander gleich 
sind." Betrachten wir daher die Kräfte, welche auf feste Körper 
wirken , als Liniengrössen , so zeigt sich sogleich , wie zwei Kräfte, 
deren Wirkungslinien sich schneiden, ihrer Summe gleichwirkend 
seien ; denn ist a dieser Durchschnittspunkt , so werden sich beide 
Kräfte als Liniengrössen darstellen lassen, deren erster Faktor a 
ist , sind dann a . p xmd a . q , wo p und q Strecken bedeuten , diese 
Kräfte, so sind sie nach der ersten Voraussetzung gleichwirkend mit 
a . (p -j^ q) oder nut a . p -|- a . q , d. h. sie sind der Summe der 



*) Da der Nane (statisehos) Moment jetzt überflüssig erscheint, indem 
er dQreh den Kamen der Abveiebnng vollkommen ersetsst wird, and sieh 
dieser sogar noch leichter handhaben lässt , so wäre es gewiss zweckmässig, 
wenn man den Namen Moment nur in dem Sinne gebrauchte, in welchem ! 

ihn z. B. LaGrangein seiner micanique analytique überall gebraucht, wo 
er Ton dem Moment ohne weitere Bestimmung redet, und wenn man das so- ' 

genannte statische Moment eben als Abweichung bezeichnete. Doch habe 
ich dies nicht ohne weiteres einföhren wollen. 
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Krtöe gleichwirkend , auch wenn die Kräfte als Liniengrössen auf- 
gefasst werden. Sind die Kräfte parallel, z. B. die eine gleich a .p, 
die andere gleich mß . p , wo p wiederum eine Strecke bedeutet , so 
können wir die beiden gleichwirkende Kraft nach demselben Prin- 
cip nicht tmmittelbar finden; nehmen wir daher zwei sich einander 
aufhebende Kräfte zu Hülfe , nämlich a . mß und mß .a*) , so sind 
jene beiden Kräfte gleichwirkend den vier Kräften 

a . p, a. mß, mß . a, mß . p, 

von denen die beiden ersten , da sie auf denselben Punkt wirken, 
ihrer Summe gleichwirkend sein werden, und eben so die beiden 
letzten, und wir erhalten somit die beiden Kräfte 

«.(p + m/?), m/?.(a + p) 

als den gegebenen Kräften gleichwirkend. Diese beiden Produkte 
können wir , indem wir zu dem zweiten Faktor den ersten binzu- 
addiren, wodurch nach den Gesetzen der äusseren Multiplikation 
der Werth des Produktes nicht geändert wird, auf einen gemein- 
schafblichen Faktor bringen; nämlich es werden dann jene Kräfte 
gleich 

«.(«-[- mß -}- p)» T^ß» (^ -}- ^ß -}- p)« 
Wenn nun m nicht gleich — 1 ist , so stellt der zweite Faktor einen 
vielfachen Punkt dar (mit dem Gewichte 1 -}- m) , beide Kräfte wir- 
ken dann auf einen Punkt , und sind somit ihrer Summe gleichwir- 
kend ; diese Summe ist 

(a + m/?).(a + m/? + p), 

d. h. sie ist gleich 

(a + m^).p. 

Und so sind also die beiden Kräfte a . p und mß . p , wenn nicht m 
gleich — 1 , d. h. wenn nicht die Summe ihrer Ausweichungen null 
ist, Einer Kraft (a -^ mß) . p. d. h. ihrer Summe gleichwirkend. Da 
nun die Wirkungslinien zweier Kräfte , die in Einer Ebene liegen, 
sich entweder schneiden oder parallel laufen, so folgt Überhaupt, 
dass zwei Kräfte, welche in Einer Ebene liegen, jedesmal, wenn 
ihre Ausweichungen nicht zur Summe null geben, Einer Kraft 



*) Beide heben einander auf, weil a.rnß^^ — mß . o ist 
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gleichwirkend sind , welche die Summe jener Kräfte ist. Betrach- 
ten wir nun noch den Fall , den wir hisher ausschlössen , dass nttm- 
Hch die Ausweichungen beider Kräfte zusammen null , d. h. beide 
Kräfte als Strecken betrachtet, entgegengesetzt gleich sind, so leuch- 
tet ein , dass beide dann aber auch nur dann im Gleichgewicht sind, 
wenn sie in derselben Eichtungslinie liegen , d. h. die Summe der 
Kräfte selbst null ist. In diesem besonderen Falle können wir also 
auch noch sagen, dass beide Kräfte ihrer Summe gleich wirkend 
sind. £s bleibt daher nur der Fall noch zu untersuchen , wo beide 
Kräfte als Strecken zur Summe null geben , als Liniengrössen aber 
nicht. In diesem Falle nun ist nach der zweiten Voraussetzung nicht 
Gleichgewicht vorhanden ; aber wir können auch leicht zeigen , dass 
es dann keine geltende Kraft gebe, welche jenen beiden Kräften das 
Gleichgewicht halte. Denn aus den beiden Voraussetzungen , die 
wir zu Anfang dieses § aufstellten , geht hervor , dass die Auswei- 
chung der Gesammtkraft stets die Summe ist aus den Ausweichun- 
gen der einzelnen Kräfte. Also müsste hier die Ausweichung der 
fraglichen Kraft null sein; d. h. diese Kraft selbst mttsste null sein 
und die gegebenen Kräfte schon im Gleichgewichte stehen, was 
wider die Annahme ist. Somit haben wir in der That gezeigt, dass 
2 KxUAe, welche in parallelen, von einander getrennten Linien wirken, 
und als Strecken entgegengesetzt gleich sind, auf keine ihnen gleich- 
wirkende einzelne Kraft zurückgeführt werden können. Dieser Fall 
ist aber derselbe, in welchem die Kräfte keine LiniengrÖsse als 
Summe darbieten , sondern eine Ausdehnung zweiter Stufe , in der 
That ist ap — /^p gleich (a — ß)Vy ^*^ ^^^ Ausdehnung zweiter 
Stufe darstellt. Um die Bedeutung dieses Falles für die Statik 
näher in^s Auge zu fassen , bemerken wir, dass das Gesammtmoment 
zweier solcher Kräfte in Bezug auf alle Punkte im Eaume , d. h. 
die Gesammtabweichung derselben von allen Punkten eine kon- 
stante Grösse ist. In der That, da die gesammte Abweichung 
gleich der Abweichung der Summe ist , die Summe aber hier eine 
Ausdehnung zweiter Stufe ist , und die Abweichung einer Ausdeh- 
nung immer dieser selbst gleich ist, so folgt, dass die Gesammt- 
abweichung jener beiden Kräfte von jedem beliebigen Punkte , der 
Summe dieser beiden Elräfte selbst gleich ist , also konstant bleibt, 
sobald diese Summe es bleibt. Wir sagen daher, es seien beide 
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Kräfte diesem Moment, welches dtirch ihre Summe dargesWU wird, 
gleichwirkend^). Somit kömien wir nun den Sats aufstellen: 

,,Zwei oder mehrere Kräfte, welche in Einer Ebene wirken, 

sind ihrer Summe gleichwirkend. ^ 
Nämlich von zwei Straften lässt sich dies sogleich $xd beliebig viele 
übertragen. 

§ 122. Gtehen wir zur Betrachtung der Kräfte im Baume 
über, so haben wir daran zu erinnern, dass die Addition von Kräf- 
ten als Elementargrössen zweiter Stufe nur dann, eine reale Bedeu- 
tung hat , wenn dieselben in Einer Ebene als einem Systeme dritte 
Stufe liegen, hingegen eine bloss formelle Bedeutung gewinnt , wenn 
dies nicht der Fall ist. Vermöge dieser formellen Bedeutung wur- 
den zwei solche Summen einander gleich gesetzt, wenn sie durch 
Anwendung der realen Addition und der allgemeinen additiven Ver- 
knüpfungsgesetze sich auf denselben Ausdruck zurückfuhren lassen« 
Betrachten wir nun zwei solche Summen von Kräften im Baume, 
welche sich auf diese Weise auf denselben Ausdruck zurückfahren 
lassen , und bedenken , dass bei der realen Addition , weil dabei die 
Kräfte in Einer Ebene liegen , die Summe der Kräfte jedesmal der 
Gesammtheit der einzelnen Kräfte, welche ihre Stücke bilden, gleich- 
wirkend sei: so folgt, dass bei jener Umwandlung der formellen 
Summe in eine ihr gleiche, jedesmal die Kräfte, welche diese 
Sxunme bilden, einander gleiehwirkend bleiben, also „dass zwei 
Vereine von Kräften , welche gleiche Summe darbieten, allemal ein* 
ander gleichwirkend ^ind" , also auch , „dass eine Beihe von Kräf- 
ten, deren Summe null ist, im Gleichgewicht ist^. Nim können 
wir femer jede Summe von Kräften auf Eine Kraft, deren Angriffi»* 
punkt willkührlich ist, und Ein Moment , oder auch auf zwei Kräfte 
zurückführen; in der That setzen wir die Summe mehrerer Kräfte 
gleich 

ap + M, 
wo a ein Element, p eine Strecke , ap also eine Kraft , M aber eine 



*) Es ist dies also als eine Erweiterung des Begri£fs des Gleichwirkens 
anzusehen , indem das Moment selbst als eine ei^enthümliche Kraftg^össe 
anfgefasst ist , wekhe mit andern Kräften zusammenwirken kann ; dadurch 
ift die in der Statik so wichtige Theorie der Kräftepaare in ihrem wahren 
Gesiehtif^iikte aufgeftMst. 
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Aasdehnung zweiter Stufe, also ein Moment darstellt: so werden 
nach den oben dargestellten Sätzen beide Ausdrücke dann und nur 
dann gleich sein, wenn sie gleiche Ausweichung und von irgend 
einem Elemente z. B. a gleiche Abweichung haben; es muss also 
dann p gleich der Siunme aller Ausweichungen , welche die einzel- 
nen Kräfte darbieten , und M gleich der Summe aller Abweichun- 
gen von dem Elemente a sein ; da aber beide Summen stets real 
sind , die erste als Summe von Strecken , die letzte als Summe von 
Ausdehnungsgrössen zweiter Stufe in einem Systeme dritter Stufe, so 
lässt sich jene Keihe von Kräften allemal auf die angegebene Form 
bringen , und zwar ist a willktihrlich, dann aber p und M bestimmt. 
Kann man nun jene Kraftsumme auf den Ausdruck ap -}- M brin- 
gen , so kann man sie auch auf die Summe zweier Kräfte bringen ; 
ist z. B. M gleich rs , so kann man von dem G-liede ap das Glied 
as subtrahiren imd dasselbe Glied zu M addiren , ohne den Werth 
der Summe zu ändern, und erhält so 

a.p4-M=.a (p — s) 4-(a4-r).s, 
wo die rechte Seite zwei Kräfte darstellt. Da endlich zwei Ver- 
eine von Kräften , welche gleiche Summen haben , einander gleich- 
wirkend sind, wie wir oben zeigten, so hat man den Satz, „dass 
sich jede Eeihe von Kräften im Baume auf zwei Earäfte oder auf 
eine Kraft und ein Moment zurückführen lassen, welche ihnen 
gleichwirkend sind und dieselbe Summe liefern, wie jene Kräfte." 
Hieran schliesst sich sogleich die Folgerung, ,,dass mehrere Ejräfte 
auch nur dann im Gleichgewicht sind , wenn ihre Summe null 
ist" ; denn auf zwei ihnen gleichwirkende Kräfte , welche auch die- 
selbe Summe liefern , lassen sie sich zurückführen, aber zwei Kräfte 
sind nach der zweiten Yoraussetzimg nur dann im Gleichgewichte, 
wenn ihre Summe null ist , alsdann wird aber auch die Summe der 
gegebenen Kräfte , da sie dieselbe ist , null sein ; also ist jener Satz 
bewiesen. Wenn nun zwei Vereine von Kräften einander gleich- 
wirkend sind , so müssen die des einen Vereins mit den entgegen- 
gesetzt genommenen Kräften des andern (nach der Definition des 
Gleichwirkens) zusammengesetzt Gleichgewicht geben, d. h. nach 
dem vorigen Satze ihre Summe muss null sein , also müssen dann 
die Ejräfte des einen Vereins dieselbe Summe liefern , wie die des 

andern, somit haben wir bewiesen, „dass zwei Vereine gleich wir- 

12 



178 Multiplikation der Elementargrössen. § 123 

kender Kräfte notliwendig gleiche Summen liefern.^ Fassen wir 
diesen Satz mit dem umgekehrten , den wir vorher bewiesen haben, 
zusammen, so erhalten wir den Satz : 

„Dass zwei Vereine von Kräften dann und nur dann einander 
gleichwirkend sind, wenn sie gleiche Summen liefern." 
Dieser Satz berechtigt uns die Gesammtwirkung mehrerer Kräfte 
als die Wirkung ihrer Summe aufzufassen , auch dann , wenn diese 
Sxunme sich nicht mehr als einzelne Kraft darstellen lässt ; wir haben 
somit den allgemeinen Satz : 

,,Zwei oder mehrere Kräfte sind ihrer Summe gleichwirkend, 
und sind nur dann im Gleichgewichte, wenn ihre Sxunme null ist. ^ 
Dieser Satz umfasst alle früheren , und erscheint als deren End- 
resultat. 

§ 123. Dass nun zwei Vereine gleichwirkender Kräfte in Be- 
zug auf jeden Punkt und jede Axe gleiches Gesammtmoment 
haben, dass zwei Vereine von Kräften, welche gleiche Gesammtaus- 
weichung imd in Bezug auf irgend einen Punkt gleiches Moment 
haben , einander gleichwirkend sind , und in Bezug auf jeden Punkt 
und jede Axe gleiches Moment haben, sind jetzt, nachdem wir einen 
Verein von Kräften als ihrer Summe gleichwirkend dargestellt 
haben , nur andere Ausdrucksweisen der von was in der abstrakten 
Wissenschaft aufgestellten Sätze. — Wir halten uns daher mit der 
Ableitung jener statischen Gesetze nicht weiter auf, und wollen 
statt dessen einen allgemeinern Satz über die Theorie der Mo- 
mente aufstellen, welcher alle Sätze, die man bisher über diese 
Theorie aufgestellt hat , an Allgemeinheit weit übertrifft , und den- 
noch durch unsere Analyse sich aufs einfachste ergiebt. Um die- 
sen Satz sogleich in einer leichtfasslichen Form zu geben, will 
ich einen neuen Begriff einfuhren , welcher für die Betrachtung der 
Verwandtschaftsbeziehungen überhaupt von der grössten Wichtig- 
keit ist. Nämlich ich sage, dass ein Verein von Grössen in der- 
selben Zahlenrelation stehe, wie ein anderer Verein entsprechen- 
der Grössen, wenn jede Gleichheit, welche zwischen den Viel- 
fachensnmmen aus den Grössen des letzten Vereins stattfindet, auch 
bestehen bleibt, wenn man statt dieser Grössen die entsprechen- 
den des ersten Vereins setzt. Der Satz, den wir hier beweisen 
wollen, lässt sich nun in der Form darstellen : 
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„Die Gesammtmomente eines Kräftevereins in Bezug auf ver- 
schiedene Punkte oder Axen stehen in derselben Zahlenrela- 
tion, wie diese Punkte oder Axen^. 
Denn ist S die Sunune des Kräftevereins, so ist das Gesammtmoment 
desselben in Bezug auf irgend eine Grösse A (sei dieselbe nun ein 
Punkt oder eine Axe) gleich der Ausweichung des Produktes AS ; 
sind nun verschiedene Beziehnngsgrössen A, B, . . . . gegeben , und 
herrscht zwischen denselben eine Zahlenrelation, welche sich in der 
Form 

aA-f.6B-f-.... = 0, 
wo a, B . . . Zahlengrössen sind, darstellen lässt, so wird auch , wenn 
man mit S multiplicirt, 

aAS4-6BS + = 

sein; diese Gleichung bleibt nun auch nach § 112 bestehen, wenn 
man statt der Produkte AS etc. ihre Ausweichungen, d. h. die Mo- 
mente von S in Bezug auf jene Grössen setzt; also stehen diese 
Momente in derselben Zahlenrelation, wie die Beziehungsgrössen. 

Vermittelst dieses Satzes können wir also aus den Momenten in 
Bezug auf zwei Punkte das Moment in Bezug auf jeden andern Punkt 
derselben geraden Linie finden , und ebenso ans den Momenten in 
Bezug auf drei Punkte, die nicht in Einer geraden Linie liegen, das 
jedem andern Punkte derselben Ebene zugehörige, aus den Momenten 
in Bezug auf vier Punkte, die nicht in Einer Ebene liegen, das jedem 
andern Punkte des Eaumes zugehörige, femer aus den Momenten in 
Bezug auf zwei Axen, die sich schneiden, das Moment in Bezug auf 
jede andere durch denselben Punkt gehende und in derselben Ebene 
liegende Axe, aus den Momenten in Bezug auf drei Axen derselben 
Ebene, welche nicht durch Einen Punkt gehen, das jeder andern Axe 
derselben Ebene , und Überhaupt aus den Momenten in Bezug auf 
eine Keihe von Axen, welche in keiner Zahlenrelation zu einander 
stehen, das Moment in Bezug auf jede Axe, welche zu ihnen in 
bestimmter Zahlenrelation steht. 

§ 124. Ich schliesse diese Anwendung mit der Lösung der 
Aufgabe, die Bedingungsgleichung zu finden, welche bestehen muss, 
wenn ein System von EJräften einer einzelnen Kraft oder einem 
Moment gleichwirkend sein soll. 

In beiden Fällen wird die Summe der Kräfte S als Produkt 

12* 
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zweier Elementargrössen erster Stufe dargestellt werden können, und 
daraus folgt für diesen Fall sogleich die Gleichung 

s.s=o, 

eine Gleichung, welcher nie genügt wird, wenn S eine formelle 
Summe darstellt ; denn dann lässt sich S als Summe zweier Kräfte 
darstellen, welche nicht in derselben Ebene liegen; es seien dies 
A und B, also 

S = A + B, 
so ist 

S.S = (A+B).(A + B) 

= 2 AB, 

weil nämlich A . A und B . B null sind, A . B aber gleich B . A ist*) ; 

da nun A und B nicht derselben Ebene angehören, so kann auch A . B 

nicht null sein, also ist jene Gleichung 

S.S = 
die nothwendige , aber auch ausreichende Bedingungsgleichung für 
den Fall, dass S eine einzelne Kraft oder ein einzelnes Moment dar- 
stellen soll ; und zwar wird sie ein Moment darstellen, wenn die Aus- 
weichung von S null ist, im entgegengesetzten Falle eine Ejraft von 
geltendem Werthe. Ist 

S = A+B4-C4-..., 
so wird 

S.S = 2AB4-2AC + ABC + ...., 
also gleich der Simime ans den Produkten zu zwei Faktoren, die sich 
aus den Stücken bilden lassen**). Daraus folgen sogleich die Sätze : 
„Ein Verein von Kräften ist dann und nur dann einer einzelnen 
Kraft oder einem einzelnen Moment gleichwirkend, wenn die 
Summe der Produkte zu zwei Faktoren , welche sich aus den 
Kräften bilden lassen, null ist.^ 
Femer 

„Zwei Vereine von Kräften können nur dann einander gleich- 
wirkend sein, wenn die Produkte zu zwei Faktoren, welche sich 



*) Nämlich weilA und B Grössen zweiter also gerader Stufe sind, welche 
sich nach § 65 ohne Zeichenwechsel vertauschen lassen. 

**) Nämlich gleich der einfachen Summe, wenn man die Produkte AB 
und BA als verschieden gebildete betrachtet. 
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aus den EJräften des einen Vereins bilden lassen, gleiche Summe 

liefern wie die ans den Kräften des andern gebildeten. '^ 

Diese Sätze bleiben auch noch bestehen, wenn man statt der 

Produkte zweier Kräfte Überall ihre sechsten Theile , nämlich die 

Pyramiden, welche die Kräfte zu gegenttberliegenden Kanten haben, 

einführt. 



Drittes Kapitel. 

Das eingewandte Produkt*). 

§ 125. Der Begriff des Produktes als eines äusseren bestand 
darin, dass jedes Stück eines Faktors, welches von dem andern 
Faktor abhängig war, ohne Werthänderung des Produktes wegge- 
lassen werden konnte, worin zugleich lag, dass das Produkt zweier 
abhängiger Grössen null sei. Keale Grössen, d. h. solche, die sich 
als Produkte ans lauter einfachen Faktoren darstellen lassen, wurden 
dann „von einander unabhängig^ genannt, wennjeder einzelne Faktor 
derselben ganz ausserhalb desjenigen Systems lag, was durch die 
ttbrigen Faktoren bestimmt war, oder, mehr abstrakt ausgedrückt, 
wenn keine Grösse, die dem Systeme von einer der Grössen angehört, 
zugleich dem durch die sämmtlichen ttbrigen bestimmten Systeme 
angehört. Da non diese Bestimmung, welche das Produkt als ein 
äusseres charakterisirt, nicht in dem Begriffe des Produktes an sich 
liegt, so muss es möglich sein, den allgemeinen Begriff des Produktes 
festzuhalten, und doch jene Bestimmung aufzugeben, oder durch 
eine andere zu ersetzen. Um nun diese neue Bestimmung aufzu- 
finden, müssen wir, da nach ihr auch das Produkt zweier abhängiger 
Grössen soll einen geltenden Werth haben können, die verschiedenen 
Grade der Abhängigkeit untersuchen. Wenn zwei Systeme höherer 
Stufen überhaupt von einander abhängig sind, so wird es Grössen 
geben, welche beiden zugleich angehören. Da nun jedes System, 
welches gewisse Grössen enthält, auch sämmtliche von ihnen ab- 
hängige Grössen, d. h. das ganze durch sie bestimmte System, also 
auch das äussere Produkt jener Grössen, enthalten muss, so folgt, 



*) Yergl. zu diesem Kapitel den zweiten Anhang. (1877.) 
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dass Systeme, welche gewisse Grössen gemeinschaMich entlialten, 
auch das ganze durch diese Grössen bestimmte System, also auch 
das äussere Produkt derselben, gemeinschaftlich enthalten werden; 
nach der Stufenzahl dieses gemeinschaftlichen Systemes wird nun 
auch der Grad der Abhängigkeit bestimmt werden können, und wir 
werden sagen können, zwei Systeme seien im m-ten Grade von ein- 
ander abhängig, wenn sie ein System m-ter Stufe gemeinschaftlich 
enthalten, und eben so zwei reale Grössen seien im m-ten Grade von 
einander abhängig, wenn die durch sie bestimmten Systeme es sind, 
oder wenn sie sich auf einen gemeinschaftlichen Faktor m-ter Stufe 
bringen lassen (und auf keinen höheren). Dies letztere nämlich 
folgt aus dem Vorhergehenden, da nach § 47 jede Grösse, welche 
dem durch eine andere Grösse bestimmten Systeme angehört, auch 
als Faktor der letzteren angesehen werden kann ^). Jedem Grade 
der Abhängigkeit nun entspricht eine Art der Multiplikation, wir 
fassen alle diese Arten der Multiplikation unter dem Namen der 
eingewandten Multiplikation zusammen, und verstehen ins Be- 
sondere unter dem eingewandten Produkt m-ter Stufe dasjenige, in 
welchem ohne Werthänderung desselben in jedem Faktor nur ein 
solches Stück weggelassen werden kann, welches von dem andern 
Faktor in einem höheren, als dem m-ten Grade abhängig ist ; und 
zwar nennen wir das eingewandte Produkt m-ter Stufe ein reales, 
wenn die Faktoren wenigstens im m-ten Grade von einander ab- 
hängen, hingegen ein formales, wenn in einem niederen **). Der 
Werth des eingewandten Produktes besteht dann eben in demjenigen, 
was bei jenen verstatteten Aenderungen konstant bleibt. Nur das 
reale Produkt ist es jedoch, was wir hier der Betrachtung unter- 
werfen, indem das formale eine andere Behandluhgs- und Bezeichnungs- 
weise erfordert, und es überdies von viel geringerer Bedeutung ist. 
Das reale eingewandte Produkt hat nun entweder einen geltenden 
Werth, oder es ist null, und zwar wird es nicht nur, wie jedes 
Produkt, null, wenn ein Faktor es wird, sondern auch, wenn die 



*) Von den unabhängigen (Grössen würden wir also sagen können, sie 
seien im null-ten Grade, d. h. eben gar nicht abhängig von einander. 

**) Der formale Begriff des eingewandten (regressiven) Produktes i^ 
in der Ausdehnungslehre von 1862 als unfruchtbar aufgegeben und dadurch 
die ganze Sache vereinfacht worden. (1877.) 
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beiden Faktoren in einem höheren Grade von einander abhängen, 
als die Stnfie der eingewandten Multiplikation beträgt. Nämlich dies 
letztere folgt daraus , dass man dann einen Faktor als Summe 
betrachten kann, deren eines Stück null, und deren anderes er selbst 
ist, und dass man dann nach der vorhergehenden Definition dies 
Stttck weglassen darf, wodurch das Produkt gleich null erscheint. 

§ 126. Um die Bedeuttmg des realen eingewandten Produktes 
darlegen zu können, haben wir das Nullwerden desselben abhängig 
zu machen von dem Systeme , welchem beide Faktoren angehören, 
während wir es bisher von dem gemeinschaftlichen Systeme beider 
Faktoren oder von dem Grade ihrer gegenseitigen Abhängigkeit bedingt 
sein Hessen. 

Wir stellen uns zu dem Ende die Aufgabe: „Wenn das zweien 
Grössen gemeinschaftliche System gegeben ist, das sie zunächst 
umfassende System, d. h. das niedrigste*) System, welchem beide 
zugleich angehören, zu finden." Wir- erinnern hierbei daran, dass 
eine Grösse einem Systeme dann und nur dann angehört , wenn sie 
einer andern Grösse, die dies System darstellt, untergeordnet ist, 
d. h. sich dieselbe als äusserer Faktor dieser letzteren Grösse dar- 
stellen lässt. Wenn daher A und B die beiden Grössen sind, und 
C ihr gemeinschaftliches System darstellt, so wird sich C als äus- 
serer Faktor sowohl von A als von B darstellen lassen, also z. B. 
B auf die Form CD gebracht werden können. Indem wir C als das 
gemeinschaftliche System für A und B setzen, so meinen wir damit 
nach dem vorigen §, dass G alle Grössen in sich enthalte, welche 
dem A imd B gemeinschaftlich angehören, aber auch keine andern. 
Daraus folgt, dass D keine Grösse mit A gemeinschaftlich haben 
kann, weil sonst auch CD, d. h. B noch Grössen mit A gemeinschaft- 
lich haben würde, welche nicht dem Systeme von C angehörten, 
wider die Annahme. Da nun hiemach A und D von einander unab- 
hängig sind, das Produkt AD also als äusseres einen geltenden Werth 
hat, so werden zuerst beide Grössen A und B diesem Produkte 
AD untergeordnet sein, indem A unmittelbar als äusserer Faktor 
desselben erscheint, von den beiden Faktoren der Grösse B oder 
CD aber der eine C in A enthalten ist, der andere unmittelbar in 

*) Darunter ist natürlich das System, was die kleinste Stufenzahl hat, 
zn verstehen. 
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jenem Produkte AD erscheint, also auch B selbst als äusserer Fak- 
tor dieses Produktes darstellbar ist. Dass es aber keine» Grösse von 
niederer Stufe giebt, welcher beide Grössen A und B untergeordnet 
sind, folgt sogleich, da eine solche Grösse sowohl A alsD zu äusseren 
Faktoren haben muss, also, da beide von einander unabhängig sind, 
auch ihr Produkt AD (§ 125) alf äusseren Faktor enthalten muss. 
Also stellt AD das jene Grössen A.^nd B zunächst umfassende System 
dar, und die Aufgabe ist gelöst. , Hierin liegt der Satz : 

„Wenn zwei Grössen As3^d B als höchsten gemeinschaftlichen 
Faktor eine Grösse C haben, und man setzt eine derselben 
z. B. B, gleich dem äusseren Produkt CD, so stellt das Produkt 
der andern in die Grösse D, nämlich das Produkt AD, das nächst 
umfassende System dar." 

Bezeichnen wir die Stufenzahlen der vier Grössen A, B, C, D 
mit den entsprechenden kleinen Buchstaben, die des nächstumfassen- 
den Systemes mit u, so haben wir u gleich a -|- d, oder da B «=» CD, 
also b = c -f- d ist, 

u = a-}-b — c; oder 
u -j- c = a -j- b, oder 

c = a -f- b — u, 

d.h. 

„Die Stufenzahlen zweier Grössen sind zusammengenommen 
eben so gross, als die Stufenzahl des ihnen gemeinschaftlichen 
Systemes und die des sie zunächst umfassenden zusammenge- 



nommen." 



oder 



oder 



„aus der Stufenzahl des gemeinschaftlichen Systems zweier 
Grössen findet man die des nächstumfassenden, indem man jene 
von der Summe der Stufenzahlen, welche jenen einzelnen Grössen 
zugehören, subtrahirt;^ 

„aus der Stufenzahl des zwei Grössen zunächst umfassenden 
Systemes findet man die des gemeinschaftlichen durch Sub- 
traktion der ersteren von der Summe der Stufenzahlen beider 
Grössen. " 
In der letzten Form ist dieser allgemeine Satz besonders für die 
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Anwendung bequem, wie sich leicht zeigt, wenn man ihn auf die 
Geometrie zu übertragen versucht. *) 

§ 127. Es hatte nach § 125 ein eingewandtes Produkt zweier 
geltenden Werthe dann und nur dann wiederum einen geltenden 
realen Werth, wenn die Stufe des ihnen gemeinschaftlichen Systems 
gleich war der Stufe der eingewandten Multiplikation, oder mit An- 
Wendung des im vorigen Paragraphen bewiesenen Gesetzes, wenn die 
Stufe des nächstumfossenden Systemes und die der eingewandten 
Multiplikation zusammen gleich der Stufensumme beider Faktoren 
sind. Nennen wir nun im Allgemeinen diejenige Zahl, welche die 
Stufe der eingewandten Multiplikation zur Stufensumme beider Fak- 
toren ergänzt die Beziehungszahl des eingewandten Produktes 
oder der eingewandten Multiplikation, so folgt, dass das eingewandte 
Produkt zweier geltenden Werthe nur dann lud immer dann einen 
geltenden, realen Werth liefert, wenn die Stufe des nächstumfassen- 
den Systemes gleich der Beziehungszahl des Produktes ist. Wurde 
die Stufenzahl des gemeinschaftlichen Systemes grösser als die Stufe 
der eingewandten Multiplikation, so wurde das Produkt nach § 125 
null, wurde sie kleiner, so erhielt das Produkt einen bloss formalen 
Werth. Bleiben nun die Stufen beider Faktoren dieselben, so wird, 
wenn die Stufe des gemeinschaftlichen Systemes wächst, die des 
nächstumfassenden Systemes abnehmen und umgekehrt, weil beide 
eiae konstante Summe haben, nämlich die Stufensumme beider Fak- 
toren. Daraus folgt, dass ein eingewandtes Produkt zweier geltender 
Werthe null wird, wenn die Stufe des sie zunächst umfassenden 



*) Betrachte ich z. B. die Ebene als das Dächstumfassende System zweier 
Linien, so wird, da jene als Elementarsystem von dritter, diese von zweiter 
Stufe sind, das gemeinschaftliche System von (2 -{- 2 — 3)ter, d. h. von erster 
Stnfe sein, und somit entweder durch einen Punkt oder durch eine Richtung 
dargestellt sein. Somit haben wir dann den Satz: „Zwei g. L., welche in der- 
selben Ebene liegen , ohne zusammenzufallen , schneiden sich entweder in 
Einem Punkte oder laufen parallel.^ Wird der Raum als nächstumfassendes 
System gedacht, so hahen wir die Sätze : „Zwei Ebenen, welche nicht zu- 
sammenfallen, schneiden sich entweder in einer g. L., oder liegen einander 
parallel,^ „eine Linie, welche nicht ganz in einer Ebene liegt, schneidet diese 
entweder in einem Punkte, oder liegt mit ihr parallel,^ „zwei Ebenen, 
welche nicht parallel sind, haben eine Richtung, aber auch nur Eine gemein- 
schaftlich. "< 
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Sjstemes kleiner wird, als die Beziehungszahl ; und einen formalen 
Werth erhält, wenn sie grösser wird. Wenn also ein System von 
h-ter Stufe gegeben ist, und wir wissen, dass alle in Betracht gezogenen 
Grössen diesem Systeme als Hauptsystem (s. § 80) angehören , so 
sind wir auch sicher, dass das eingewandte Produkt, dessen Beziehnngs- 
zahl h ist, einen realen Werth haben werde. Wir nennen dann diese 
eingewandte Multiplikation eine auf jenes System bezügliche, 
und nennen dies System das BeziehungssysPtem des Produktes *), 
und wenn diesem Beziehungssysteme zugleich beide Faktoren an- 
gehören, so nennen wir dasselbe auch (der früheren Benennungsweise 
gemäss) das Hauptsystem des Produktes. Dann können wir sagen, 
das eingewandte Produkt sei immer ein reales, wenn die Faktoren 
den^ Beziehungssysteme angehören, es sei zugleich von geltendem 
Werthe, wenn das die Faktoren zunächst umfassende System zu- 
gleich das Beziehungssystem des Produktes ist, und es sei null, wenn 
das nächstumfassende System beider Faktoren dem Beziehungssysteme 
des Produktes untergeordnet und von niederer Stufe ist. 

§ 128. Das äussere Produkt zweier geltender Grössen zeigte 
sich nach § 55 dann als nidl, wenn sie von einander abhängig 
sind , d. h. wenn die Stufe des sie zunächst umfassenden Systemes 
kleiner ist, als die Stufensumme der beiden Faktoren ; oder , da wir 
für das äussere Produkt jedes System , welchem die Faktoren unter- 
geordnet sind, und dessen Stufenzahl grösser oder eben so gross 
ist, wie jene Summe, als Beziehungssystem ansehen können, so können 
wir das Gesetz des vorigen § erweiternd sagen : 

„Ein Produkt zweier geltenden Werthe ist dann und nur dann 
null , wenn die Faktoren von einander abhängig sind , und zu- 
gleich ihr nächstumfassendes System niedriger ist als das Be- 
ziehungssystem. " 

Hierin liegt dann zugleich, „dass ein solches Produkt nur dann 
einen geltenden Werth hat , wenn entweder beide Faktoren von ein- 
ander unabhängig sind , oder ihr nächstumfassendes System das Be- 
ziehungssystem ist." Und zwar ist im ersteren Falle das Produkt 
ein äusseres, im letzteren ein eingewandtes. Wenn beide Bedin- 



*) Die Siufenzahl dieses Produktes ist eben die Zahl, die wir oben Be- 
ziehungszahl nannten. 
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gtmgen zugleich eintreten , d. h. beide Faktoren von einander unab- 
hängig sind und zugleich ihr nächstumfassendes System das Be- 
ziehungssystem ist , so kann die Multiplikation nicht nur als äussere, 
sondern auch als eingewandte nullten Grades aufgefasst werden. 
Dadurch erweitert sich der zweite Satz des vorigen Paragraphen zu 
folgendem Satze : 

„Wenn in einem Produkte zweier geltenden Werthe dieStofen- 
summe der Fak1;oren kleiner ist als die Beziehungszahl , so ist 
das Produkt ein äusseres ; ist jene Summe grösser , so ist das 
Produkt ein eingewandtes und zwar von so vielter Stufe, als 
der Ueberschuss jener Summe über die Beziehungszahl be- 
trägt ; ist endlich jene Summe dieser Zahl gleich , so kann das 
Produkt sowohl als äusseres , wie auch als eingewandtes null- 
ter Stufe betrachtet werden." 

Durch die Einführung des iBeziehungssystemes oder des Haupt- 
systemes haben wir somit den wichtigen Vortheil errungen, dass 
es nun , wenn einmal das Beziehungssystem als Hauptsystem fest- 
steht , nicht mehr nöthig ist , fUr das - Produkt zweier Grössen die 
Multiplikationsweise noch besonders festzustellen, dass es daher 
nun auch als Überflüssig erscheint, die äussere Multiplikation von 
der eingewandten oder die verschiedenen Grade der letzteren durch 
die Bezeichnung zu unterscheiden. *) 

§ 129. Um nun den geltenden Werth eines realen einge- 



*) Zugleich haben wir hierdurch den Vortheil einer leichteren Anwend- 
barkeit auf die Raumlehre gewonnen. Betrachten wir z. B. die Ebene, also 
ein Elementarsystem dritter Stufe , als Hauptsystem, wie dies überall in der 
Planimetrie geschieht, so wird das Produkt zweier Elementargrössen in Bezog 
auf dies System dann und nur dann null sein, wenn sie von einander abhän- 
gig sind, und zugleich einem System zweiter Stufe angehören, d. h. wenn sie 
Punkte oder Richtungen gemeinschaftlich haben und zugleich in Einer geraden 
Linie liegen. Betrachten wir ferner den Baum, d. h. also ein Elementarsystem 
vierter Stufe als Hauptsystem , wie dies in der Stereometrie als solcher ge- 
schieht, so wird das darauf bezügliche Produkt zweier Elementargrössen 
dann und nur dann null sein, wenn sie in derselben Ebene liegen und 
zugleich von einander abhängig sind, d. h. Punkte oder Richtungen gemein- 
schaftlich haben; z. B. das Produkt zweier Liniengrössen , welche sich 
schneiden oder einander parallel sind, das zweier Ebenen, wenn sie in einander 
liegen u. s. w. 
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wandten Produktes in einen einfachen Begriff zu fassen, müssen 
wir für das gegebene Produkt , dessen Werth zu ermitteln ist , alle 
Formen aufsuchen , in welchen es sich vermöge der in der Defini- 
tion festgestellten formellen Multiplikationsgesetze darstellen lässt, 
ohne seinen Werth zu ändern. Das, was dann allen diesen Formen 
gemeinschaftlich ist , wird den Werth dieses Produktes unter einen 
einfachen Begriff gefasst darstellen. Die vermöge der Definition 
verstatteten Formänderungen sind erstens die allgemein multiplika- 
tive, dass man die Faktoren in umgekehrtem Verhältnisse ändern 
darf, und zweitens die besondere, dass man aus dem einen Faktor 
ein Stück weglassen darf, was von dem andern Faktor in einem 
höheren Grade abhängt, als die Stufe des eingewandten Produktes 
beträgt , oder , aufs Beziehungssystem zurückgeführt , dass man aus 
dem einen Faktor ein Stück weglassen darf, welches mit dem andern 
Faktor zusammen von einem Systeme umfasst wird, dessen Stufe 
kleiner ist als die Beziehungszahl. Als einfachster Fall erscheint 
der , wo der eine Faktor das Beziehungssystem darstellt, der andere 
also ihm untergeordnet ist, oder kürzer ausgedrückt, wo das Produkt 
in Form der Unterordnung erscheint. Da hier das nächst 
umfassende System immer zugleich das Beziehungssystem ist, so 
kann keinem der Faktoren ein geltendes Stück .hinzugefügt werden, 
ohne den Werth des Produktes zu ändern. Die einzige Formände- 
rung , welche den Werth des Produktes ungeändert lässt , ist daher 
die allgemein multiplikative , dass nämlich die Faktoren sich in um- 
gekehrtem Verhältnisse ändern dürfen, also 

A.B = mA. — 

m 

gesetzt werden kann, wenn m irgend eine Zahlengrösse darstellt. 
Es bleiben somit bei allen verstatteten Formänderungen die Systeme 
der beiden Faktoren konstant, imd ihre Grösse ändert sich dabei 
nur in umgekehrtem Verhältnisse. Die Zusammenschauung beider 
Systeme nebst dem auf beide Faktoren auf multiplikative Weise zu 
vertheilenden Quantum bildet daher den Werth jenes Produktes. 

§ 130. Sind in dem allgemeineren Falle A und B die beiden 
Faktoren des eingewandten Produktes, und stellt die Grösse C, 
deren Stufenzahl c sei, das beiden Faktoren gemeinschaftliche 
System dar; so wird, wennB gleich CD gesetzt wird, AD nach §126 
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das nächstomfassende System, also auch nach § 128, wenn das 
Produkt nicht null ist, das Beriehnngsystem darstellen.*) Nun 
zei^n wir in § 129 , dass dann ausser der allgemeinen multiplika- 
tiven nur die Formänderung verstattet ist , dass der eine Faktor CD 
um ein Stück wachse , welches von dem andern Faktor A in einem 
höheren als dem c-ten Grade abhängig ist. Es ist klar , dass dies 
Stfick nicht mit CD gleichartig sein dürfe , weil ein solches mit A 
in demselben Orade der Abhängigkeit stehen würde, wie CD selbst ; 
es muss also mit CD ungleichartig angenommen werden. Für die 
Addition der ungleichartigen Grössen hatten wir einen realen und 
einen formalen Begriff aufgestellt , von denen der erstere dann ein- 
trat , wenn beide zu addirenden Grössen auf eine solche Weise tin 
einfache Faktoren zerlegt werden können, dass sie alle bis auf 
Einen Faktor gemeinschaftlich enthalten. Da nun die formale Addi- 
tion nur als abgekürzte Schreibart auftrat , so werden wir die Be- 
deutung unseres Produktes schon auffinden , wenn wir nur die reale 
Addition berücksichtigen , und also annehmen, das hinzuzuaddirende 
Stück habe mit CD alle einfachen Faktoren mit Ausschluss Eines 
solchen gemeinschaftlich. Dieser eine einfache Faktor nun wird, 
da das hiozuzuaddirende Stück von A in einem höheren als dem 
c-ten Grade abhängen soll , nothwendig dem Systeme von A ange- 
hören , während unter den übrigen einfachen Faktoren nothwendig 
die, sämmtlichen einfachen Faktoren von C vorkommen müssen. Es 
wird sich also dies Stück in der Form CE darstellen lassen müssen, 
wo E von A abhängig ist. Hiemach wird nun das Produkt in der 
Form 

A.(CD -f CE) oder A.C(D -f E) 
erscheinen, wo E von A abhängig ist. Yei^leichen wir nun die 
beiden Produkte 

A.CD-=A.C(D-f E), 
80 stellt AD das nächstumfassende System für die Faktoren des 
ersten, A (D -f- E) das für die Faktoren des zweiten Produktes dar ; 
und da E von A abhängig, also 

AD — A(D + E) 

*) Wir setzen hier natürlich voraus , dass das Produkt nicht null sei, 
weil für den Fall , dass es null ist , keine Ermittelung seines Werthes mehr 
nöthig ist. 
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ist, BO ist auch das nächstumfassende System für beide Produkte 
dasselbe. Ausser dieser Formänderang ist nur noch die allgemein 
multiplikatlve verstattet, dass die Faktoren sieb in umgekehrtem 
Zahlenverhältnisse ändern. Da hierdurch die Systeme der Faktoren 
nicht geändert werden , also das gemeinschaftliche und das nächst- 
umfassende System auch bei dieser Formänderung dieselben bleiben, 
so bleiben die genannten Systeme überhaupt bei jeder Formänderung 
des Produktes dieselben , imd gehören also zu demjenigen , was den 
konstanten Werth dieses Produktes ausmacht. Setzt man den ge- 
meinschaftlichen äusseren Faktor C als den mittleren , so dass das 
Produkt, wie wir es schon oben darstellten, in der Form 

A.CD 
erscheint; so giebt das Produkt der äusseren Faktoren AT) das 
nächstumfassende System; und es stellen dann also sowohl der 
mittlere Faktor als das Produkt der beiden äusseren AD konstante 
Systeme dar. — Vergleichen wir beide Grössen C und AD auch 
ihrem Werthe nach , so haben wir nicht bloss diejenigen Umgestal- 
tungen zu berücksichtigen, durch welche der Werth der einge- 
wandten Faktoren A und CD, aber nicht der ihres Produktes 
A . CD geändert wird , sondern auch diejenigen , welche den Werth 
des äusseren Produktes CD und das System seines ersten Faktors 
ungeändert lassen. Vermöge der ersten Art der Umgestaltung 
konnte CD um ein Stück C£ wachsen, in welchem £ von A ab- 
hängig ist , vermöge der zweiten kann D um ein von C abhängiges 
Stück wachsen , welches dann gleichfalls von A abhängig sein muss, 
weil C dem A untergeordnet ist. Bezeichnen wir daher auch dies 
Stück mit £, so verwandelt sich in beiden Fällen das Produkt A.CD 
in das ihm gleiche A . C (D -|- E). Da nun E von A abhängig, also 

A(D + E) = AD 
ist , so ist in beiden Produkten sowohl der Werth des mittleren Fak- 
tors , also auch der Werth des Produktes aus den äusseren Faktoren 
derselbe geblieben. Ausserdem ist nun bei beiden Arten der Um- 
gestaltung nur noch die allgemeine multiplikatlve Formänderung, 
nach welcher sich die Faktoren in umgekehrtem Verhältnisse ändern 
können, anwendbar. Wendet man diese Aenderung bei beiden 
Arten der Umgestaltung an, so wird jedesmal, wenn dem einen 
Faktor eine Zahl als Faktor hinzugefügt wird, einem andern dieselbe 
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Zahl als Drnsor lunzugefUgt werden müssen , also auch , wenn von 
den drei Faktoren des Produktes einer, z. B. C, m-mal grösser wird, 
80 muss das Produkt der beiden andern m-mal kleiner werden ; d. h. 
C und AD müssen sich dann im umgekehrten Verhältnisse ändern. *) 
Da nun hierin zugleich schon liegt, dass ihre Systeme konstant 
bleiben, so können wir als Resultat der bisherigen Entwickelung den 
Satz aussprechen, „dass, wenn ein eingewandtes Produkt auf den 
Ausdruck A * CD gebracht ist, in welchem der mittlere Faktor C das 
den beiden Faktoren des eingewandten Produktes A und CD gemein- 
schaftliche System darstellt, dann C und AD, d. h. der mittlere 
Faktor und das Produkt der beiden äussern sich nur im umgekehrten 
Verhältnisse ändern können, wenn das ganze Produkt konstanten 
Werth behalten soll." 

§ 131. Um die Bedeutung des eingewandten Produktes voll- 
ständig zu gewinnen, bleibt noch die Frage zu beantworten, ob diese 
beiden Systeme , die durch den mittleren und durch das Produkt der 
äusseren Faktoren dargestellt sind , nebst dem auf sie in multiplika- 
tiver Weise zu vertheilenden Quantum , dasjenige , was bei ungeän- 
dertem Werthe des eingewandten Produktes konstant bleibt, voU- 
stfindig darstellen, oder mit andern Worten, ob, wenn sich jene 
Grössen C und AD in umgekehrtem Verhältnisse ändern, das Pro- 
dukt A . CD stets konstanten Werth behalte, vorausgesetzt , dass der 
mittlere Faktor C imausgesetzt das den beiden Faktoren A und CD 
gemeinschaftliche System darstelle. Dass dies in der That der 
Fall sei , können wir leicht beweisen , wenn wir noch voraussetzen, 
dass die eingewandten Faktoren gleiche Stufenzahl behalten. Zu 
dem Ende seien A.CD imd A'.C'D' zwei solche Produkte, in welchen 
der mittlere Faktor C oder C' das den beiden eingewandten Faktoren 
A und CD oder A' und CD' gemeinschaftliche System darstellt. 
Wir setzen voraus, dass beim Uebergange aus d^m einen Ausdrucke 
in den andern AD sich im umgekehrten Verhältnisse geändert habe 



CD D 

*) Geht z. B. A über in mA, so wird CD übergehen in oderC — ; 

geht zugleich C über innC, so geht — über in ; das Produkt der äusseren 

m mn 

AD 
Faktoren AD ist dann übergegangen in , während C in nC übergegangen ist. 
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wie C (worin schon liegt, dass ihre Systeme konstant geblieben sind), 
nnd dass die Stufenzahl von A nnd die Ton CD dieselben geblieben 
seien. Wir wollen zeigen, dass beide Produkte A . CD nnd A' . CD' 
einander gleich seien. Zunächst können wir das letztere auf die Form 
bringen , dass der mittlere Faktor derselbe sei , wie in dem ersten 
Produkte, wodurch dann auch' das Produkt der beiden äusseren in 
beiden gleichen Werth erhalten wird. Es sei dann das letztere 
Produkt Übergegangen in A| . GD| , so haben wir nun die einfachere 
Voraussetzung, dass 

AD = Ai Dl 
ist, und A und Ai ebenso wie D und Dj von gleicher Stufe sind ; 
und zu beweisen bleibt dann nur, dass 

A.CD = Ai.CDi 
sei. Zwei gleiche äussere Produkte , deren entsprechende Faktoren 
gleiche Stufenzahlen haben (wie hier AD und A^Di), müssen aber 
durch eine Keihe von Formänderungen aus einander erzeugbar sein, 
welche theils darin bestehen, dass die Faktoren sich in umgekehr- 
tem Verhältnisse ändern , theOs darin , dass der eine Faktor um ein 
von dem andern abhängiges Stück wächst. Bei der ersten Aende- 
rungsart ist unmittelbar einleuchtend , dass sich auch der Wertb des 
eingewandten Produktes A. CD nicht ändere. Bei der letzten kann 
entweder D um ein von A abhängiges Stück , oder A um ein von D 
abhängiges wachsen. Geht also zuerst D in D-f-F über, wo E von 
A abhängig ist, so geht A . CD in A . C (D + E) oder in A . (CD + CE) 
über. Da hier E von Ä abhängig , C aber dem A untergeordnet, 
also im c-ten Grade von ihm abhängig ist, so ist CE in einem 
höheren als dem c-ten Grade von A abhängig, kann also als Stück 
des andern Faktors weggelassen werden , es ist also der Werth des 
Produktes noch derselbe geblieben. Zweitens konnte der Faktor A 
um ein von D abhängiges Stück wachsen. Es sei A gleich CF, so 
muss nun , wenn C noch immer, wie wir voraussetzten , das gemein- 
schaftliche System darstellen soll , das Wachsen des Faktors A um 
ein von D abhängiges Stück dadurch bewirkt werden , dass F um 
ein von D abhängiges Stück wächst ; dies wird dann, aus demselben 
Grunde, wie vorher der Zuwuchs von D, den Werth des ganzen Pro- 
duktes ungeändert lassen. Somit sehen wir , dass bei allen Aende- 
rungen , welche den Werth des mittleren Faktors und den des Pro- 
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dnkte« der beiden ttüflsentti wagäimhrt laasen , aack der Weriih df8 
gBia a a Mi te n Produktes un^etodart Ueikt; oder, indem irlr nook 
einao Schritt irater «weflckgehen y daas y ytiean akh jene Ghrötsem C 
imd AD in mmgekehitaii Yerhältniwe ändttm , dsr Wiei& des Prx>« 
d«kte9 A . OD watmr der Yoranssetzinig, dass dieStnlaiiBakleii 7011 A 
und OD dmdken bleiben , aick niekt Sadere. FiuseaR wir himniit 
das Resultat des T^rigen § ausanunen, so können irir sagen, der 
Werth eines eingewandten Produktes bestehe, veun die Stofan« 
sahlea der FaktcMPen ^fegaban sind , in dem gemeinsdkaftliaken nnd 
nKekstomfassendea Bfatene beider Faktoren nebst dem auf b^e 
Sjflteme ««kiptikativ an vertbeilesiden Qoanton. 

§ 132. Es «rsokeint hiemadi der Begriff das eingewandten 
^odokties nook abhängig von den Stufenai^en^ aefem naek den 
bisherigen Bestimmungen zwei Produkte nach nidit als ^eiefa be- 
traobtet werden konnten , so lange ikiie Faktaaren nngl^ake Stefan- 
sakl beaaasen. Diese Abhängigkeit des Begri^Sas von den fitofen* 
sahlen Athrt in denselben «ine Besckräakong hinein, wialcbe der 
fimfaeUbeit des Begrüfe schadet nnd dar analytwchan Bekaadlvag 
widerstrebt. Indem wir daher diese Beseknänknsig aufheben, seifcaea 
wir feat , „dass awei ^gewaadite Prochdcte van geltendem Wertbe 
A.CD «ind A'.G'D^ in weldien die beiden letston Faktoren durck 
tossei» MnltipHkatioii Teiimüpft sind, der nubttlam aber daa den 
beiden eingawandten Faktoren (A nnd CD , oder A.' nnd CD') ge» 
meinschaftücbe System darstellt, einander gleich seien, spbald über« 
banpt daa Pttedukt der äuasersten Faktoren nnd dar mitflece in bei« 
den Ausdrücken gleich «ind, oder in nmgekakrtem Vediältnisse 
staken,^ gleich viel, ob die StufenBahlcn der entaprechenden Fakte* 
ren ttbereinstunmiMi oder nicht.*) Namentüefa können wir dnrok 
diese Bestimmnng jedes «ingewandte Produkt auf die Form der ün* 
teroidnung («. § 129) bringen. In der Tk&t ist hiamadi 

A.CD«.AD.C, 
wenn im ersten Prodskte C und D dnrck äussere , A und OD dniük 
eingewandte Multiplikation verimilpft sind, imd C daa gemeinsdiaft- 



*) Zu einer solchen erweiterten Definition sind wir berechtigt, da über die 
Vargleiohnag von eingewandten PxKsidaktea mitttBgieiahenBtafensahlen ihrer 
Paktoren noch aichts festgesetet ist Wirjinddasagednuigen, wenn wir der 
Wissenseiiaft die ihr gebäfarende Einfachheit erhalten wollen. 
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liehe System der beiden eingewandten Faktoren darstellt. Denn in 
dem letzten Atuidrncke kann AD als erster , C als mittlerer und die 
Einheit als letzter Faktor vorgestellt werden , welcher mit D (nach 
Kap. IV) durch äussere Multiplikation verknttpfl; ist, während C noch 
das gemeinschaftliche System darstellt. In dieser Form aufgefasst 
bietet der zweite Ausdruck dasselbe Produkt der äussersten Fakto- 
ren und denselben mittleren Faktor dar , wie das erste , und beide 
sind somit einander gleich. 

Noch habe ich hier daran zu erinnern , dass , wenn das Pro- 
dukt der äussersten Faktoren von niederer Stufe ist als das Be- 
ziehungssystem, dann beide Produkte gleichzeitig null werden (nach 
§ 127), also auch f&r diesen Fall ihre Gleichheit bewahrt bleibt. 
Nehmen wir endlich einen bestimmten Theil H des Hauptsytems 
als Hauptmass (§ 87) an, so können wir jedes auf jenes Haupt- 
system bezügliche eingewandte Produkt auf die Form bringen , dass 
der erste Faktor das Hauptmass wird. Nämlich wir können nach 
dem vorher gesagten jedes solche Produkt, wenn es einen gelten- 
den Werth hat , auf die Form bringen , dass der erste Faktor das 
Beziehungssystem oder hier das Hauptsystem darstellt, also auch, 
da wir die Faktoren in umgekehrtem Verhältnisse ändern können, 
auf die Form , dass der erste Faktor irgend ein bestimmter Theil 
des Hauptsystems , also auch dass er das Hauptmass wird. Ist das 
eingewandte Produkt null , so können wir den ersten Faktor belie- 
big setzen , wenn nur der zweite null ist , also kann auch in diesem 
Falle das Produkt auf die verlangte Form gebracht werden. Wir 
nennen dann , wenn ein Produkt auf diese Form gebracht ist , den 
zweiten Faktor desselben j,den eigenthttmlichen (specifischen) Werth 
oder Faktor jener Produktgrösse in Bezug auf das Hauptmass H," 
und sein System, welches zugleich das beiden Faktoren gemein- 
schaftliche System ist, „das eigenthümliche System jener Grosse;" 
seine Stufenzahl , d. h. die Stufenzahl des beiden Faktoren gemein- 
schaftlichen Systems *) , können wir als Stufenzahl der Grösse selbst 
auffassen. Erst bei dieser Betrachtungsweise tritt der Werth des 
eingewandten Produktes in seiner Einfachheit hervor. 



*) Ist die Produktgrösse also von geltendem Werthe (und nnrin« 
Falle lässt sich von einer Stnfenzahl derselben reden) so ist die StnfensaU 
der Produktgrösse gleich der Stufe der eingewandten Multiplikation, 



I 
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§ 133. Aus dem im vorhergehenden Paragraphen aufgestell- 
ten Begriffe des eingewandten Produktes können wir nun das Yer- 
tanschungsgesetzs ableiten. Betrachten wir nämlich zwei Produkte 
von geltendem Werthe, 

AB . AC und AC . AB, 
in welchen der Punkt die eingewandte Multiplikation , das unmittel- 
bare Zusammenschreiben die äussere Multiplikation andeuten soll, 
und in welcher der Faktor A das gemeinschaftliche System , ABC 
oder AGB also das nächstumfassende System oder das Beziehungs- 
system darstellt, so hat man nach dem vorhergehenden Paragraphen 

AB.AC = ABC.A, 
AC.AB = ACB.A. 
Beide Produkte sind also einander gleich oder entgegengesetzt , je 
nachdem ABC und ACB es sind, d. h. je nachdem die äusseren 
Faktoren B und C sich ohne oder mit Zeichenwechsel vertauschen 
lassen. Nun hat man bei der Yertauschung zweier äusseren Fak- 
toren , welche auf einander folgen (nach § 55), nur dann (aber auch 
stets dann) das Vorzeichen zu ändern , wenn die Stufenzahlen bei- 
der Faktoren ungerade sind. Man wird also auch die Faktoren 
jenes eingewandten Produktes mit oder ohne Zeichenwechsel vertau- 
schen können , je nachdem die Stufenzahlen von B und C beide zu- 
gleich ungerade sind oder nicht. Die Stufenzahlen von B und C 
ergänzen aber die der eingewandten Faktoren AC und AB zu der 
Stufenzahl des Beziehungssystemes ABC. Nennen wir daher dieje- 
nige Zahl, welche die Stufenzahl einer Grösse zu der des Be- 
ziehungssystemes ergänzt , die Ergänzzahl jener Grösse (in Bezug 
auf jenes System), so haben wir das Gesetz: 

„Die beiden Faktoren eines eingewandten Productes lassen 
sich mit oder ohne Zeichenwechsel vertauschen, je nachdem 
die Ergänzzahlen der Faktoren beide zugleich ungerade sind 
oder nicht." 

Hierin liegt zugleich, dass ein Faktor, welcher das Beziehungsr 
System darstellt, sich ohne Zeichenänderung vertauschen lässt, da 
seine Ergänzzahl null , also gerade ist. Es entspricht dies Gesetz 
dem in § 55 für die äussere Multiplikation aufgestellten, womit 
noch der Satz in § 68 über die willkührliche Stellung der Zahlen- 

gr^sse zu vergleichen ist. Da hier die Ergänzzahlen in die Stella 

13* 
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der dort vmikDaanfiMden StirfensaUen eintreten , «• eraehemt es 
-aberfamipt als Bwedanimg , aach fUr die Mkngeo. Stttie der ItiiBBerea 
Mtdtipläiitioii , weldbe sieh a^ Iße Stuleiisalilen hmtkxoBL, liier 
die entsprechenden aufzusuchen , was natiirlidi hier nur geschelMn 
kann in Bezug auf Produkte aus BweiF«fct(»en. Es war dieStufen- 
^ahl emes ftusseren PiM>dukte6 von geltendem Werthe die Snmne 
aoB den StufeneaUen seiner Faktoren. Bei der eingenamidten Mnl- 
tipMkatien ist die Stufenzahl des beiden Faktoren gemeinsehafÜidien 
f^ystems (nach § 132) als die Stu^nzahl der Produktgrösse , wenn 
diese ^nen geltenden Werth hat, au%eljiU3St. Sind a und b die 
Stufenzahlen der Faktoren , und h die des Beziehungssystems , was 
hier zugleich das nächstumlassende System ist , so ist die des ge- 
meinschaftfiehen Systems (g) nach § 126 gleich a-j-b — h. Um 
hier ^ Ergänzeahlen einzuführen, kann man der Glelchm^ fol- 
gende "Gestalt geben 

h — gBsh — a-j-h — b, 
eder wenn man die Ecgänzzahlen mit a', V, g bezeichnet, 

g — a+b', 
d. h. die ErgXnzzahl eines eingewandten Produktes von geltendem 
Werüie ist die Summe aus den Ergänzsahlen seiner beiden Faktoren. 
Es bleibt uns noch der Fall, wo das Produkt null ist, zu berücksiek- 
tigen. Bei der eingewandten Multiplikation trat dieser Fall (nadi § 
125) dann ein , wenn das beiden Faktoren gemeinschi^liche System 
von höherer Stufe war, als die Stufe der eingewandten Multiplikation 
d. h. a-|-b — h betrug, also wenn 

g>a«-j-b — h, d. h. 
h — a-j-h — b]>h — g, 
0der wenn 

tmd ausserdem wn noeh, wenn einer der Faktoven null ist, d. h. 
^ein eingewandtes Produkt zweier geltenden Werthe ist null, wenn 
die SrgfbasEahlen beider Faktoren zusammengenommen grosser sind, 
•h die ErgSmszahl des beiden fVktoren gemeinschafitlichmi Systems.*' 
Bin ftusseres Produkt zweier geltenden Werthe hingegen «rscinen 
«Is null , wemi die Stufenzahlen der Faktoren zusammengeaemmen 
grltoser shid ab die des beide Faktoren zunächst umfassenden Sy- 
Sternes. Ss stimmen also diese Gesetze für die Mnlti^ikatloos- 



weisen ttberain^ wenn naa den Begriff dev atiifeuaUl gagen dea 
der ErgänzsaU und dcD des näehstam&iesendfi» SjstemA gc^n den 
de» geiiteiii«l»MiolMm ansUraaeht ;. eine Beeseiiiing^ wekhe, wie mt 
aAen werden., bei der wekeren £iitwid(eIiiiBf ikre GiäWigkeil: bei- 
behält. 

§ IM. Das Produkt Ton drei und mehr Faktoren, ssn welchem 
wir Hun üJber^sheft, kana ateta auf das Yon zwei Faktoren zitrflek- 
ge&äxit wBrden, wenn nur die Miilt^likal&&iL oweidr Faktoren auek 
fär den Fall f eststeiit, daes diese Faktoren wied«c Flrodakle' smd. Da 
nvn, wenn die Faiktoren wieder ^gewandte ProddEta wä^ Aer Sisa 
ihrer Multiplikation noch nicht festgestdlt ist , so bedürfen wir luer 
einer nenen Definitioii ^ und zwar mlifleen wir festsetzen, welehe Bo- 
denttmg eine bdüebige Prodoktgrösse als erster Faktor, oad welche 
sie als zweiter Faktor habe^ Wenn eine Grösse aikt zweiter Faktinr 
anftrkt, so wollen wir sagen, es werdet mit ihr muMfilicirt , wenn 
als ^ster, sie selbst werde mnltiplicirt. Ich setsse n«n fest» ,^1 
einer Prodnktgtösse, welche auf die Form der ünterordnnng gebracht, 
d. h. so dargestellt ist, dass jed«r folgende Faktor dem rorher* 
gehenden untergeordnet sei , multiplieiren heisse mit ihren Faktoren 
fortBehrehend^nmltiplieiaren,." undfenier „eineProdnktgrässe, weJohe 
aof die Form der ünterordmmg gebracht ist, mit irgend eine« Grösse 
multipliciren heisse den letzten Faktor der ersteren mit di» letataren 
multipliciren (ohne die früheren Faktoren zu ändern)". Hierbei 
mnsa dann nattrHch , damit der Sinn der gesammten Mnlüplikatum 
klar sei, die Statin für dme jede der eineehien Mnltiplikatümen.» auf 
wekhe jene e«e redudrt wird , btstimmt «in. Da«, dieae Dein*- 
tionen für jedes reale Produkt ausreichen, werde ich sogleich aeigeik. 
Das Produkt wird nämlich als ein reales, von. geltendem Werthe er- 
scheinen, wenn bei den einzelnen MnltiplikaEtionen die Stufe der ein- 
gewandten Multiplikation mit dem Grade der Abhängl^Leit Ifterrai* 
stimmt ; hingegen wird es null werden, wenn der Grad der Abhängig«- 
keit bei irgend einer dieser Multiplikati<men die Stufe der Multipli- 



*) Fortschreitend mit einer Beihe von Grössen verknüpfen heisstnach 
dem schon früher eingeführten Sprachgebrauch so verknüpfen, dass das 
jedesmaligfe Brgebniss der Yerknüpfang mit der nächstfolgenden OrÖsve der 
S«ihe verknüpft wird. 
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kation ttbersteigt, indem dadurch dann einer der Faktoren null wird. 
Bloss formale Bedeutung wird es haben , wenn der Grad der Ab- 
hängigkeit irgendwo geringer ist als die Stufe der zugehörigen 
Multiplikation, ohne dass anderswo das entgegengesetzte Verhältniss 
eintritt. 

§ 135. Der Nachweis daftlr, dass die aufgestellten Definitionen 
fidr das reale Produkt ausreichen , füllt zusammen mit dem Beweise 
des Satzes , dass jedes reale Produkt sich auf die Form der Unter- 
ordnung bringen lasse. In der That lässt sich nach § 132 zunächst 
das Produkt zweier reiner Faktoren (so können wir solche Faktoren 
nennen, die nicht wieder als eingewandte Produkte erscheinen) auf 
die Form der Unterordnung bringen. Kommt nun zu einem solchen 
Produkt A.B, wo B dem A unteigeordnet sei, ein dritter reiner 
Faktor hinzu, welcher mit B im c-ten Grrade der Abhängigkeit steht, 
mit A im (c-j-d)-ten, während seine eigne Stnfenzahl c-j-d-j-e 
beträgt , so wird er sich darstellen lassen in der Form GD£ , wo C 
dem B (also auch demA) imtergeordnet ist, und CD demA, während 
sonst keine Abhängigkeit stattfindet, vorausgesetzt nämlich, dass 
c , d , e die Stufenzahlen von C , D, £ sind. Ist dann das Produkt 
ein reales von geltendem Werthe , d. h. stimmt die Stufe der Multi- 
plikation mit dem Grade der Abhängigkeit überein, so lässt sich 
zeigen, dass 

A.B.CDE — AE.BD.G 
sei. In der That , da hier die Produktgrösse A . B in der Form der 
Unterordnung erscheint, so wird sie mit einer andern Grösse CD£ 
multiplicirt, indem man den letzten Faktor mit derselben multiplicirt; 
also ist 

A.B.CD£ = A.(B.CD£). 

£s ist aber B.CD£, da C dem B untergeordnet, und c der 
Grad der Multiplikation ist, gleich BD£ . C (nach § 132), also jenes 
Produkt 

— A.(BD£.C). 

Da hier C dem B, also auch dem BDE untergeordnet ist, so 
multiplicirt man nach dem ersten Theil der Definition (§ 134) mit 
BD£ . C, indem man zuerst mit BDE und das Ergebniss dieser Mul- 
tiplikation mit C multiplicirt. Nun ist aber A . BDE , da B und D, 
also auch BD, dem A untergeordnet sind, und (b^d) den Grad 
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der Multiplikatioii darstellt, gleich AE . BD ; also ist der obige Aus- 
drack 

— Ate. BD. C. 

Dieser Ausdruck hat die Form der Unterordnung , da C dem 
B, also auch dem BD, BD aber dem A, also auch dem AE unterge- 
ordnet ist. Somit lässt sich das fortschreitende Produkt von drei 
reinen Faktoren stets auf die Form der Unterordnung bringen. 
Kommt nun noch ein vierter Faktor hinzu , so kann man zuerst die 
3 ersten auf die Form der Unterordnung bringen. 

Es sei A . B . C diese Form. Tritt nun ein vierter Faktor hin- 
zu , 80 muss y damit der Sinn der Multiplikation ein bestimmter sei, 
festgesetzt sein , in welchem Grrade der Abhängigkeit er mit jeder 
der drei Grössen A , B , C stehen muss , wenn das Produkt einen 
realen geltenden Werth haben soll ; es möge dann der vierte Faktor 
von C im d-ten Grade abhängig sein, von B im (d-|-e)ten, von A 
im (d -|- e -|- f) ten Grade , während er selbst zur Stufenzahl d -j- e 
-|- f-f-g habe, so wird er sich in der Form DEFG darstellen lassen, 
wo D dem C , E dem B , F dem A untergeordnet ist , und d, e, f, g 
die Stufenzahlen von D , E , F, G darstellen. Dann kann man zei- 
gen, dass 

A.B.C.DEFG — AG.BF.CE.D 
sei. Denn es ist 

A.B.C.DEFG = A.B.(C^DEFG) 

= A.B.(CEFG.D), 
da nämlich D dem C untergeordnet ist. Da nun GEFG . D in der 
Form der Unterordnung erscheint, so kann man mit seinen einzelnen 
Faktoren GEFG und D fortschreitend multipliciren ; B giebt aber 
mit GEFG multiplicirt , da C imd E, also auch GE dem B unterge- 
ordnet sind , den Ausdruck BFG . CE. Man erhält also den obigen 
Ausdruck 

— A.(BFG.CE).D 

— A.BFG.GE.D 
«AG.BF.CE.D, 

da nämlich B und F, also auch BF, dem A untergeordnet sind. Also 

erscheint auch das fortschreitende Produkt aus vier reinen Faktoren 

' in der Form der Unterordnimg , und es lässt sich schon übersehen, 

wie ganz auf dieselbe Weise folgt , dass überhaupt ein fortschreiten- 



d^ Vtoätikt alns bttKÜBbig* vieletar rdineii Faktor«« sraii «if Ab FoiKb 
der Unterordnung bringen lässt. Ist nun aber dies der Fall, so iriarcly 
da nach den Definitionen sich die jfltttl^likation überhaupt auf die 
fortscbredtende MiiitipläcAtioii reiner Orttaeen axnikekiiüam lässt« 
dasMllM «Heb von beliebi|^n realen Pr04luklön g^lUmty ntonMck dadtl 

^jed^i^ i^eald Produkt sieb in Form der Unterordnung dmcsiei- 

lei IttSBt.'' 

Es reichen daher in der That die obigen Definitiotten 9tt Aas 
reale Produkt aus, itnd die Form AerUntetordmsmg, als dieeidfkchMie, 
auf d^ sich äM reale Produkt bringen läsdt, bestimmt ^e Bedeutung 
desselben. 

§ 186. fis entsteht uns nun die Aufgabe, die verschiedenen 
Umgestaltungen, welche nach der bis hierher gefthrten Darstellung 
das eingewandte Produkt zttlässt , in ein einfaches Hauptgesetz zu- 
sammenzufassen , auf welches wir dann in der Folge stets i^urifck- 
gehen können, wenn es sich um solche Umgestaltungen handelt. 
Wir brauchen , um dazu zu gelangen , nur die im vorigen Paragra- 
phen entwickelten Umgestaltungen weiter fortzuführen und inWortfe 
zu kleiden. £s ergab sich dort, dass 

A.B.CDE = AE.BD.C 

sei, wenn B dem A untergeordnet ist , C das System darstellt , was 
CDE mit B , also auch mit A gemeinschaftlich hat, und CD das Sy- 
stem darstellt , was CDE mit A gemeinschaftlich hat , und überdies 
die Art der Multiplikation so angenommen ist, dass sie unter die- 
sen Voraussetzungen einen geltenden realen Werth lief^. Unter 
denselben Voraussetzungen ergiebt sich nämlich auch 

EDC.B.A«=EA.DB.a 
Denn 

EDC.B.A=(EDC.B).A 

— (EDB.C).A; 
und da EDB . in der Form der Unterordnimg erscheint , so multi- 
plicirt man es (nach § 134) mit A, indem man C mit A multiplicirt; 
da C dem A Q&tergootfdnet ist , so ist hier nach § IdS di^ Or&miig 
gleidigültig; aan eriiäh also den zuletzt gefundenen Aterdrack 

««EDB.(A.C); 
d« wieSctf A.O auf «Be Form der Untoroitbviig gebraeht isl, m 



N 
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kaauk mim. biAr ailfi A und G fortochrekettd mvlUpIioiieii y und eMÜt 
dcA kisian Alukdmtk 

— EA.DB.C. 
Axif diö»6lb^ Fona nun fahrt der Ansdrock 

EDC.A.BoderEDC.(A.B) 
mrüeJE ; nMiblieb da EDC . A gleidi EA . DC igt , so hat man jema. 
Aufdruck 

EDC.A.B — EA.DCB 
«EA.DB.C. 
Daraus folgt alFO, dass man in einem Produkte von realem 
gehenden Werthe mit zwei einander eingeordneten*) Faktoren 
fbrtdehreitend in beliebiger Ordnung multipliciren , oder auch mit 
ibreite Produkte auf einmal multipliciren darf. Wenn c , d , e die 
Sti^fenxablen von C , D , E sind, so ist hier angenonunen (s. den vo* 
rigeü §), dass EDC von A im (c-f-d)ten Grikde von B im c*ten 
Grade Abhänge, und da in beiden Produkten 

EDC.A.BundEDC.B.A 
die Multiplikatioiksweise als eine reale von geltendem Werthe ang^ 
nemmen ist , wenn der so eben beseicbnete Grad der Abhiüsgigkeit 
stattfindet, so wird jedes von beiden Produkten dann aber aaeh 
nur dann null werden, wenn der Ghrad der Abhängigkeit ii^öhst^ 
also wird , wenn eins dieser Produkte null wird , auch das andete 
BttU werden müssen. Somit bleibt das angefahrte Gesetz auch be- 
steSaen , wenn das Produkt nur als ein reales aufgefasst ist , und da 
es sieb von 2 einander eingeordneten Faktoren unmittelbar auf 
mehrere tibertragen lässt, so haben wir den Satz : 

„Statt mit einem Produkte von einander eingeordneten Fakte* 

reu aU multipMeiren kann man mit den einzelnen Faktoren 

fortschreitend multipliciren und zwar in beüefaiger Ordnung.*' 

Hierbei haben wir die Multiplikationsweisen so angenommen, 

dass das Produkt bei demselben Abhängigkeitsverhältniss in allen 

diesen Formen gleichzeitig als real erseheint. Dies Gesetz drückt 

somit eine Erweiterung des zweiten Theils der Definition (§ 134) 

aus, dass man, statt mit einem Produkt, welches in Form der 



*) ■BinaiidiM' eingeordnete Grossem nemieii wir solche , von denen ^ 
eine der andern untergeordnet ist 
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XTnterordnimg erscheint, mit den Faktoren desselben fortsehreitend 
multiplieiren darf. Das Gesetz, was den ersten Theil der Definition 
(§ 134) verallgemeinert, nttmlich dass man ein Produkt ans ein- 
ander eingeordneten Faktoren mit einer G-rösse multiplicirt , indem 
man den letzten Faktor mit derselben mnltiplicirt , ergiebt sieb 
leicht auf ähnliche Weise , wie das obige Gesetz , ist aber von ge- 
ringerer Bedentang. Uebrigens ist klar, dass in dem obigen Gesetz 
zugleich das Gesetz über den mittleren Faktor in § 132 liegt; 
nämlich 

BA.AC = BAC.A, 
indem man, statt B fortschreitend mit A und dem ihm Übergeordneten 
AC zu multiplieiren, auch in umgekehrter Folge multiplieiren darf. 
§ 137. Wir verlassen den allgemeinen Begriflf des einge- 
wandten Produktes und beschränken die Betrachtung auf den Fall, 
dass die Multiplikation sich stets auf dasselbe Hauptsystem beziehe. 
Da nun ein jedes solches Produkt nach § 132, wenn es auf die Form 
der Unterordnung gebracht ist, als ersten Faktor entweder nothwendig 
eine das Hauptsystem darstellende Grösse hat , oder doch in dieser 
Form dargestellt werden kann, so folgt, dass, wenn man auf ein Pro- 
dukt aus mehreren Faktoren, welches sich auf dasselbe Hauptsjstem 
bezieht, das in § 135 mitgetheilte Verfahren anwendet, das Prodnktr 
sich auf die Form bringen lässt , dass alle Faktoren mit Ausnahme 
des letzten das Hauptsystem darstellen.*) Bringen wir alle jene 
vorangehenden Faktoren, welche das Hauptsystem darstellen, durch 
Anwendung der allgemeinen multiplikativen Formänderung auf den- 
selben Grössenwerth, und fassen diesen Werth als Hauptmass auf, so 
können wir dann den letzten Faktor , wie es in § 132 schon in Be- 
zug auf zwei Faktoren festgestellt ist, „den eigenthümlichen (spe- 
cifischen) Werth oder Faktor jener Produkigrösse in Bezog auf dies 



*) Es sei z. B. H . A . B dies Produkt , in welchem H das Hauptsystem 
darstelle , indem nämlich das Produkt der beiden ersten Faktioren schon auf 
die verlangte Form gebracht ist ; nun sei B "»CD , wo im Falle , dass das 
ganze Produkt geltenden Werth habe, AD das Hauptsystem darstelle. Dann 
ist jenes ganze Produkt gleich H . AD . C , was die verlangte Form hat. Ist 
das ganze Produkt null , so kann man die ersten Faktoren beliebig setzen, 
wenn nur der letzte null ist ; also kann auch dann das Produkt auf die ver- 
langte Form gebracht werden. 
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Hauptmass" und das STstem desselben „das eigenthümliche System^ 
der Frodnktgrösse nennen, und die Stufenzahl dieses Systems als 
Stufenzahl jener Produktgrösse selbst auffassen. Wir können femer 
die Grössen, welche durch eingewandte Multiplikation reiner Grössen 
(s. § 135) hervorgehen, Beziehungsgrössen nennen , weil sie nur in 
ihrer Beziehung auf ein System oder ein Mass eine einfache Be- 
deutung gewinnen. Als eigenthümlicher Werth einer reinen Grösse 
erscheint natürlich diese Grösse selbst. Es gilt auch noch das , was 
wir in § 128 über die Bezeichnung der Multiplikation bei zwei Fak- 
toren sagten, dass es nämlich, wenn einmal das Hauptsystem als Be- 
ziehungssystem feststehe, als überflüssig erscheine, die äussere Multi- 
plikation von der eingewandten oder die verschiedenen Grade der 
letzteren durch die Bezeichnung zu unterscheiden.^) Dagegen tritt 
hier ein neuer Unterschied hervor, nämlich der zwischen reinen 
und gemischten Produkten. Nämlich reine Produkte nenne ich 
solche , deren Faktoren fortschreitend stets durch dieselbe Art der 
Multiplikation verknüpft sind, d. h. entweder nur durch äussere Mul- 
tiplikation (äussere Produkte), oder nur durch eingewandte auf 
ein und dasselbe System bezügliche (reine eingewandte Produkte) ; 
gemischte hingegen nenne ich solche , deren Faktoren fortschreitend 
entweder durch beiderlei Arten der Multiplikation (äussere und ein- 
gewandte) verknüpft sind , oder zwar bloss durch eingewandte aber 
auf verschiedene Systeme bezügliche. Da die reinen und die ge- 
mischten Produkte verschiedenen Gesetzen unterliegen , so ist ihre 
Unterscheidung sehr wichtig ; und obgleich eine Unterscheidung durch 
die Bezeichnung nicht nothwendig ist , indem durch die Stufenzahlen 
der Faktoren, wenn das Hauptsystem als Beziehungssystem feststeht, 
auch schon immer bestimmt ist , ob das Produkt ein reines oder ge- 
mischtes sei , so erscheint eine solche Unterscheidung doch in vielen 

*) Ganz anders würde dies bei der allgemeinen realen Multiplikation 
sein, indem bei ihr die verschiedeneh Grade der Abhängigkeit zwischen den 
einzelnen Faktoren festgestellt werden müssten, bei denen das Produkt noch 
einen geltenden Werth hätte. Das Produkt aus mehreren Faktoren würde 
dann seiner Art nach durch eine Beihe von Zahlen bestimmt sein, welche 
jene Abhängigkeitsgrade darstellten ; diese Bestimmung würde also eine zu- 
sammengesetzte sein, und nicht mehr einen einfachen Begriff darstellen. Und 
dies ist ' der Grund , weshalb wir diesen allgemeinen Fall hier übergangen 
haben. 
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Falks täa sehr bequem. leb will Baieh debttr in soki^it F&Ubb dar 
Funkte bedienen , um djoek sie die Faktorea des reisieii Pieduktea 
Ton eiiMUhder abzusondern^ und will daher festselaea, dasd, wo Punkte 
znr Beaeielmung der Multiplikation angewandt werden , dann auch 
flüets, wenn sie gar keiner oder derselben Klammer eingeordnet sind, 
dnrcb sie Faktoren eines reinen Produktes von einander abgesondert 
werden y wobei dann ein Produkt von umnittelbar zwsammei^e- 
aehriebenen Ghrössen in Bezug auf diese Punkte jedecanal als Ein 
Fiüttor erscheint; z. B. "bedeutet AB.CD.EF ein reines Prodi:^ 
ddssen Faktoren AB, CD, EF sind. 

§ IBB. Wir k&nnen nun die in § 1S3 für zwei Faktoren er- 
wiesenen Sätze auch auf mehrere Faktoren übertragen. Zuerst was 
die Yertauflchxmg betrifEi, so zeigt sich, dass auch bei mehreren 
Faktoren die Stellung eines Faktors , der das Beziehimgssjstem dar- 
stellt , ganz gleichgültig ist ; und daraus folgt dann überhaupt , daas 
man , um zwei Produktgrössen zu multipliciren , nur ihre eigenthttan- 
liehen Werthe in Bezug auf irgend ein Hauptmaas zu multipliciren, 
XaA diesem Produkte das Haupünass so oft als Faktor hinzuzufügen 
hat , als es in beiden Grössen zusammengenommen als Faktor vor- 
kommt; z. B. ist H'^A.H '^B, wo H dasHauptmass darstellt, gleich 
H'^H'^A . B oder gleich H''+" A . B. Hi^in liegt dann , dass zwei 
Produktgrössen, w^che als Faktoren zusanmientreten, gleichfalls Hiit 
oder ohne Zdchenwechsel vertauschbar sind, je nachdem ihre Er- 
gilnzzahlen beide zugleich ungerade »iud oder nicht. Die folgenden 
Btttae jenes Paragraphen können wir nur auf reine angewandte 
Produkte übertragen. Da nämlich bei zwei Faktoren eines einge- 
wandten Produktes von geltendem Werthe , die £rgänzzaU des Pro- 
duktes die Summe ist aus den Ergänzzahlen der Faktoren , so bleibt 
dies Gesetz bestehen, wenn zu diesem eingewandten Produkte wieder 
ein eingewandter Faktor hinzutritt tmd das Produkt wieder geltenden 
Werth behält; es ist dann die Ergänzzahl des Gesammtproduktes, 
wie sogleich durch zweinutHge Anwendung des für 2 Faktoren be- 
wiesenen Gesetzes einleuchtet, die Summe aus den Ergänzaahlen der 
Faktoren und so fort für beliebig viele Faktoren. Da überdies das 
Produkt zweier Faktoren dann und nur dann als eingewandtes er- 
scheint > wenn die Summe der beiden Stufenzahlen grösser, d. h. die 
die Stmime der Ergänzzahlen kleiner ist als die Stufenzahl des Haupt- 



»jstiNDB, so wisd auchdas^eltBBde Produkt aus drei und md» Faktoren 
dasn «md nur davn als reines eingewandtes erscheinen, wetm die 
Smnsme der Er^nssaUen stets kleiner Ideäst als die Stnfenaahl des 
Ebtaptsjstems , d. h. wenn die Summe aller ErgäaBzabJen der Fak- 
toren noch kleiner bleibt als die Stufenaodd des Hanptsyntems. Um 
^dlich auch den Satz aus § 133 ttber das Nullwerden hier sbu über- 
tragen, erinnem wir daran, dass die Snaame der ErgäaaEsahlen zweier 
OrSesen, welche das Beziehungssystem als nächstumfadseades System 
haben, und also als Produkt einen geltenden Weith darbieten, gleich 
der Ergänzzahl ihres gemeinschafllichen Sy Sternes ist; dass aber, 
wenn das nttchstumlassende System niedriger ist als das Beziehungs- 
system , und das Produkt also null ist , die Stufeaaahl des gemein- 
sehaltlichen Systems grösser, seine Ergänzzahl also kleiner wird, als 
die Summe der zu den Faktoren gehörigen Ergänzzahlen. Tritt 
nun ein Faktor hinzu, so ist das gemeinschaftliche System aller Fak- 
toren dasjenige , was der hinzutretende Faktor mit dem aUen vorher- 
gehendm Faktoren gemeinschaftlidien Systeme selbst wieder gemein- 
schaftlich hat. Es wird also, sobald das gesammte Produkt lotenden 
Werth behält , die Summe aller Ergänzzahlen gleich der Ergänzzahl 
des den sämmtlichen Faktoren gemeinscfaaftlichen Systemes sein; 
wenn aber durch irgend einen Faktor , welcher hinzutritt, dae Pro- 
dukt null wird, ohne dass der hinzutretende Faktor selbst null ist» so 
wird dort die Ergänzzahl des gemeinschafitlichen Syst^nes kleiner 
werden, und somit auch, wenn noch neue Faktoren hinznlireten, 
kleiner bleiben als die jedesmalige Summe aus den Ergänzzahlen 
der Faktoren. Es wird also ein reines eingewandtes Produkt, 
dessen Faktoren geltende Werthe haben, dann und nur dann null 
werden, wenn die Exgänzzahl des allen Faktoren gemeinschaftlichen 
Systems kleiner ist als die Summe der Ergänzaahlen der Faktoren. 
Auch M^gt In der Art der Beweief^Ofarung , dass der eigenthümliche 
Werdi eines solchen Produktes, wenn es nicht null ist, das den 
iXmimtlichen Faktoren gemeanschaftlicbe System darstellt. Fassen 
wir nun die Über die Ergänzzahlen aufgestellten Gesetze zusammen 
und schliessen die entsprechenden Gesetze Über die Stufenzahlen 
äusserer Produkte mit hinein, so erhalten Wir den Satz : 

y,Ein Predukt ans beliebig vielen Faktoren von geltenden 
Werthen ist ein reines, wenn entweder die Stufenzahlen oder die 
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Eigänssahleii der Faktoren zusammengenonmien kleiner sind 
als die Stofenzahl des Hauptsystems, nnd zwar im ersteren Falle 
ein äusseres , im letzteren ein eingewandtes y hingegen ein ge- 
mischtes , wenn keins von beiden der Fall ist. Das reine Pro- 
dukt ist null im ersten Falle, wenn die Stufenzahlen der Faktoren 
zusammengenommen grösser sind als die Stnfenzahl des die Fak- 
toren zunächst umfassenden Systemes , im letzteren , wenn die 
Ergänzzahlen der Faktoren zusammengenommen grösser sind 
als die Ergänzzahl des den Faktoren gemeinschaftlichen 
Systemes. Wenn das reine Produkt einen geltenden Werth hat, 
so stellt der eigenthftmliche Werth desselben im ersten Falle 
das nächstumfasende , im letzteren das gemeinschafüiche System 
dar ; und im ersteren Falle ist die Stufenzahl desselben die 
Summe aus den Stufenzahlen der Faktoren, im letzteren ist 
seine Ergänzzahl die Summe aus den Ergänzzahlen der 
Faktoren." 

§ 139. Wir schreiten nun zu dem multiplikativen Zusammen- 
fassungsgesetz, d. h. wir untersuchen, ob und in welchem Umfange 

PQR = P(QE) 
gesetzt werden könne. Schon aus dem Satze in § 136 geht hervor, 
dass fflr das gemischte Produkt dreier Faktoren jenes Gesetz im All- 
gemeinen nicht gelte *) ; hingegen wollen wir zeigen, dass dasselbe 
für das reine Produkt im allgemeinsten Sinne gelte, dass also nach 
der in § 137 eingeftlhrten Bezeichnung allemal 

P.Q.R — P.(Q.R) 
sei. Zunächst leuchtet ein, dass, wenn die Gültigkeit dieses Gre- 
setzes nachgewiesen ist fär den Fall , dass P , Q , R reine Grössen 
sind, sie damit auch zugleich für den Fall, dass dieselben sämmt- 
lich oder zum Theil Beziehungsgrössen sind, nachgewiesen sei. 
Denn nach dem vorigen Paragraphen hat man Beziehungsgrössen 
so mit einander zu multipliciren , dass man ihre eigenthtimlichen 
Werthe in Bezug auf ein und dasselbe Hauptmass mit einander 



*) Allerdings können Fälle anfgefiUirt werden, in welchen vermittelst 
des Satzes in § 136 unser Gesetz auch dann noch seine Anwendung findet; 
allein diese Fälle sind so vereinzelt, die Bedingungen, unter denen sie ein- 
treten, so zusammengesetzt, dass aus ihrer Aufzählung der Wissenschaft kein 
Vortheil erwächst. 
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mnltiplidrt und dem Produkte, gleichviel auf welcher Stelle, so oft 
das Hauptmass als Faktor hinzuftlgt , als es in beiden Grössen zu- 
sammen als Faktor enthalten war. Da man hiernach also in einem 
Produkte überhaupt jeden Faktor, der das Hauptmass darstellt, auf 
eine beliebige Stelle setzen imd beliebig aus einer Klammer heraus 
oder in eine solche hineinrücken kann, so folgt, dass jenes Gesetz, 
wenn es für reine Grössen gilt, es auch für Beziehungsgrössen, also 
allgemein gelte. Nun gilt es zunächst nach den Gesetzen der 
äusseren Multiplikation für äussere Produkte reiner Grössen, also 
auch für äussere Produkte Überhaupt. Es bleibt also nur zu be- 
weisen übrig, dass es auch für das reine eingewandte Produkt reiner 
Grössen gelte. In diesem Falle kommt es darauf an zu zeigen, dass 
P, Q, E, wenn das eingewandte Produkt einen geltenden Werth hat, 
sich in den Formen ABC, ABB, ADC, darstellen lassen, so dass 
zugleich ABCD das Hauptsystem darstellt. Es seien die Ergänz- 
zahlen der Grössen P, Q, R beziehlich d, c, b, so ist die Ergänzzahl 
des Produktes oder des den drei Faktoren gemeinschaftlichen Systemes 
A nach § 138 (am Schlüsse) gleich der Summe jener Zahlen, also 
gleich b-|-c-|-d; und ist also a die Stufenzahl jenes gemeinschaft- 
lichen Systemes, so ist die des Hauptsystemes gleich a-f-b-j-c-j-d. 
Zwei der Faktoren, z. B. P imd Q, werden nach demselben Satze 
ein System gemeinschaftlich haben, dessen Ergänzzahl die Summe 
ist aus den Ergänzzahlen jener Faktoren, also hier gleich c -|- d ist ; 
also ist die Stufenzahl dieses gemeinschaftlichen Systemes gleich 
a-|-b ; es wird somit dies System durch ein Produkt AB dargestellt 
werden können, in welchem B von b-ter Stufe und vonA xmabhängig 
ist. Ebenso wird das dem P imd B gemeinschaftliche System von 
(a -|- c)-ter Stufe sein, und also eine von A unabhängige Grösse c-ter 
Stufe C in sich fassen. Und zwar muss dann von AB imabhängig 
sein ; denn wäre es davon abhängig, d. h. hätte C mit AB irgend eine 
Grösse gemeinschaftlich, so würden die drei Faktoren P, Q, E diese 
Grösse, also eine von A unabhängige Grösse, gemeinschaftlich ent- 
halten, was mit der Annahme streitet. Somit sind ntm der Grösse 
P drei von einander unabhängige Grössen A, B, C untergeordnet, 
also auch ihr Produkt ABC. Es muss sich daher P als Produkt 
darstellen lassen , dessen einer Faktor ABC ist ; da P aber selbst 
von (a-4-b-4-c)-ter Stufe ist, so wird der andere Faktor, den P 
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imsser ABC enthält, von nuUter Staife, d. h. eine blosse ZaMeagr^Bse 
seki, dbo P sich «Is Yielfiiohes von ABC darstellen lassen. Q und R 
endlieh werden aas demselben Grande einen von A nnabhftn^giNi 
Faktor D gemeinschaMich haben, und so irerden noh die G-ri^ssea 
P, Q, R beaehlidh als Vielfadie von ABC, ABD xmd ADC dar- 
stellen lassen ; ja da für die Grössen A, B, C, B nur die Systeme, 
welche durch sie dargestellt werden, bestimmt sind, sie selbst ako 
beliebig gross angenommen werden können, so wird man dieselben, 
wie leicht zu sehen ist, auch so annehm^i können, dass ioB Grössen 
P, Q, R jenen Werthen gleich sind, also 

P.Q.R = ABC.ABD.ADC 

ist. Da das ganze Produkt, wie wir voraussetzten, einen geltenden 
Werth haben soll, also auch z. B. das Produkt ABC . ABD, so muss 
hier das nächstumfassende System, also ABCD, zugleich das Be- 
ziehungssystem sein. Es ist daher dies Produkt gleich ABCD . AB ; 
also der ganze Ausdruck 

= ABCD . AB . ADC 
= ABCD.ABDC.A. 

Auf dieselbe Form nun lässt sich das andere Produkt F.(<2.B) 
bringen ; denn Q . R oder ABD . ADC ist giieich ABDC . AD, also 

P . (Q .R) =5= ABC . (ABDC .AD). 

Da nun ABDC das Hauptsystem darstellt, so können wir nach § 1S8 
die eigenthümlichen Weiihe unter sich moltipliciren und ABDC als 
Faktor hinzufügen. Wir erhalten aber ABC . AD gleich ABCD . A, 
also ist der obige Ausdruck 

«. ABCD . ABDC . A. 
Da also die beiden Produkte P.Q.R und P.(Q.R) demselben 
Aufidnicke gleidi sind, so sind sie a.uch unter sich gleich. Wir 
nahmen bei dieser Beweisführung an, dass die Produkte einen gelten- 
den Werth hatten. Nun können sie aber auch nur gleichzeitig 
nnll weiden, weil nach § 138 das Njallwerden dann und nur dann 
«intritfc, wenn das den Faktoren gemeinschaftliche Sy^tom^on höherer 
Stufe ist, als die Summe der Eigänzzahlen beträgt, und dies bei 
beid^i Produkten nur gleichzeitig eintreten kann. Also bleibt auch 
für diesen Fall die Gleichheit bieder Produkte bestehen. Das Gesetz 
gilt ä&ker allgemein für reine Grössen, also muss es mm auch, wie 
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nir oben sahen, ftlr Besiehangsg^rösBen gelten ; so dass allgemein ftlr 
die reine Multiplikation fiberbaupt 

P.Q.B=P.(Q.E) 
ist. Da niin endlich das Znsammenfaasnngagesetz, wenn es für drei 
Faktoren gilt, auch i^ beliebig viele gelten muss (§ 3), so ergiebt 
sich der allgemeine Satz : 

„Die Faktoren eines reinen Produktes lassen sieh beliebig an- 

sammenfassen. ^ 

§ 140. Fflr die Addition der BeziehongsgrOssen bietet sich 
das allgemeine mnltipHkative Beziehmigsgesets als begriffsbestimmend 
dar. Man hat dann nur beide auf die Form der Unterordnung zu 
bringen.' Auf diese Form gebracht, erscheinen dami beide ak 
snmmirbar, wenn einestheils das Hauptmass in beiden gleichyielmal 
als Faktor erscheint, und andemtheils die Grössen selbst eine gleiche 
Stufenzahl haben ; und zwar werden sie dann addirt, indem man die 
eigenthümlichen Werthe addirt, und der Summe das Hauptmass so 
oft als Faktor hinzufügt, als es in jedem der Produkte als Faktor 
enthalten war*). Das allgemeine Beziehungsgesetz ist, dass 

P.(Q+ß) = P.Q + P.ß, 
und 

(Q + ß).P = Q.P + ß.P 
sei. Die Gültigkeit desselben haben wir zunächst nur für den Fall 
nachzuweisen, dass die Grössen P, Q, ß reine sind; indem das 
Hinzutreten beliebiger Faktoren, die das Hauptmass darstellen, auf 
welches sich die Grössen beziehen, nichts ändern kann. Wir nehmen 
daher zuerst an, P, Q, ß seien reine Grössen. Es sei, um die Stücke 
der Summe 

P.Q+P.ß 
auf die Form der Unterordnung zu bringen, Q — AB, wo A dem. 
P untergeordnet ist, PB aber das Hauptsystem darstellt, auf welches 
sich die Multiplikation bezieht, und gleich H gesetzt werden mag, 
und eben so sei ß«» CD, wo C dem P untergeordnet ist und PD das 
Hauptsystem darstellt. Da hier D beliebig gross angenommen wer- 



*) Diese Bestimmung dient eben als Definition, indem wir unter der 

Snmme zweier Beziehungs^össen die auf die angegebene Weise gebildete 

Summe verstehen. 

14 
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dfln JsaBn (indem C dami nur im imigekehrten YerMUmsse wie D 
geändert werden muss), so kann man es »o annehmen, dass 

PD — PB = H 
wird. Dann ist 

P.Q + P.K»=HA + HC«=H(A + C), 
letzteres nach der Definition. Auf dieselbe Form nun können wir 
auch P . (Q+R) bringen. Nämlich da PD gleich PB ist, so folgt, 
dass D auch gleich B plus einer von P abhängigen Grösse, die wir 
K nennen wollen, gesetzt, werden könne ; scimit ist B, was gleich CD 
gesetzt war, gleich C (B+K), oder gleich CB + CK. Also ist 

P.(Q"TfB)«==P.(AB-f CB + OK). 
Da hier K von P abhängig ist, OK also von P in einem höheren 
Grade abhängt als CB , so kann es mit P k«in geltendes Produkt 
liefern, kann also nach § 125 weggelassen werden. Es ist also der 
obige Ausdruck 

c=P.(AB + CB) 

«=P.(A + C)B. 

Da hier A und C, also auch (A -j- C) dem P untergeordnet sind, PB 

aber oder H das Hauptsystem darstellt, so ist der letzte Ausdruck 

wieder 

.., =H(A + C). 
Also sind die beiden zu vei^leichenden Ausdrücke P.(Q-f*R) imd 
P.Q-f-P.R demselben dritten Ausdrucke gleich, also auch beide 
unter sich gleich. Kommt nun femer zu P das Hauptmass mehrmals,, 
etwa m mal, als Faktor hinzu, und eben ao auch zu Q und R, zu 
den letzteren aber gleichvielmal, . damit sie summirbar bleiben, etwa 
n mal ; so ist das so gut, als käme H zu jedem von den beiden Aus- 
drücken (m-|-n) mal als Faktor hinzu, also bleiben sie gleich, wenn 
sie es vorher waj*en. Da ntm endlich dasselbe sich auch von den 
beiden Ausdrücken (Q-|-R).P und Q.P-|-R.P sagen lässt, so 
folgt, dass das multiplikative Beziehungsgesetz auch für diese neuen 
Arten der Addition und Multiplikation ganz allgemein gilt. Somit 
gelten nun auch alle Gesetze, die darauf gegründet sind, d. h. 

„Alle Gesetze, welche die Beziehung der Multiplikation und 
Division zur Addition und Subtraktion ausdrücken, gelten noch 
immer allgemein für jede Art der Addition und Multiplikation 
die bisher festgestellt ist." 
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§ 141. Für die Divkion*) ergiebt aicb sogleiob, daas sie nur 
cUnn real ist, wenn Divisor imd Dividend ea^amAet eingeordnet aind, 
d. h. wenn entweder der Diviaer dem Dividend .unteEgeordäet isty 
oder dieser jenem. Im ersteren Ealle ist die Division eine äussere, 
im letzteren eine eingewxndte; iv^ena daber b^de Fttlle sugleicb 
eintreten , d. b. wenn lUvisor mid Dividaed einander gleichartig 
sind, so kann die Division sowohl als äussere, wie aucb als einge- 
wandte aufgefasst werden. Und zwar gelten diese Bestimmungen 
nicbt nur, wenn die zu verknüpfenden Grössen reine Grössen, sondern 
auch wenn sie Beziebungsgröasen sind. In dem letzteren Falle 
kommt es dann darauf an, dass die eigenthümlicben Wertbe in der 
angegebenen Beziehung stehen, wiifarend das Haupts jBtem, auf welches 
sich beide Grössen beziehen, dasselbe ist. Hierbei kann dann der 
Fall eintreten, dass das Hauptmass im Divisor öftw als im Dividend 
als Faktor vorkommt; der Quotient erscheint dann als eine reine 
Grösse, welche mehrmals durch das Hauptmass dividirt ist, oder 
wdehe mit einer Potenz des Hauptmasses multiplicirt ist, deren 
Exponent negativ ist. Wir fassen daher auch diese neue Grösse 
als Beziehungsgrösse auf, und nennen den Exponenten derjenigen 
Potenz des Hauptmasses, mit welcher der eigenihümliche Werth 
einer Beziehungsgrösse durch Multiplikation verbunden ist, den Grad 
der Beziehungsgrösse. £s ist somit die neue Grösse eine Beziehungs- 
grösse, deren Grad negativ ist, während der Grad der vorher be- 
trachteten positiv war, und auch die reine Grösse kann nun als 
Beziehungsgrösse nullten Grades aufgefasst werden. Hierbei muss 
ich noch bemerken, dass die Grössen nuUter IStufe, und die das 
Hauptsytem darstellenden Grössen, d. h. die Grössen o-ter und h-ter 
Stofe (wenn h die Stufenzahl des Hauptsysteips ist) auf eine zwie- 
fadie Weise aufgefasst werden köimen. HämJlieh „eine Grösse 
nullter Stufe und n-ten Grades kann als Grösse h-ter Stufe und 
(n — l)ten Grades aufgefasst werden^, indem man den eigenthümlichen 
Werth jener Grösse, welcher eine blosse 2iahlengrös8e ist, mit einem 
der Faktoren, welche das Hauptmass darstellen, multiplicirt denkt, 
und dies Produkt als eigenthümlichen Werth jener Grösse auffasst, 
wodurch natOrlich der Grad derselben um 1 abnimmt. Eben so 



*) Vergleiche die Anmerkungen zu Seite 7 und 12. (1877.) 
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kann mngekelirt » jede Grösse b-ter Stufe und n<ten Grades als Grösse 
nnllter Stufe und (n-|-l)ten Grades aufgefasst werden.*' Im All- 
gemeinen wollen wir es vorziehen, eine solche Grösse als Grösse 
null-ter Stufe zu betrachten. — Es kommt uns nun darauf an, die 
Eindeutigkeit des Quotienten zu untersuchen. Es sei zu dem Ende 
A der Dividend, B der Divisor als erster Faktor, C ein Weräi des 
Quotienten; so dass 

B.C = A 

ist, und der Quotient in der Form :^ erscheint. Jeder Werth nun, 

welcher statt C gesetzt jener Gleichung genügt, wird auch als ein 
besonderer Werth dieses Quotienten aufgefasst werden können. Jeder 
solche Werth wird aus dem Werthe C durch Addition erzeugt werden 
können , und zwar muss dann das zu C hinzuaddirte Stück mit B 
multiplicirt null geben, wenn das Produkt gleich A bleiben soll, und 
jedes solche hinzuaddirte Stück wird auch das Produkt gleich A 
lassen ; nun können wir ein solches Stück, was mit B multiplicirt 

giebt , allgemein mit — bezeichnen, und daher sagen, wenn C ein 

besonderer Werth des Quotienten ist, und B der Divisor, so sei der 
vollständige Werth des Quotienten gleich 

wie wir dies schon fiir die äussere Division in § 62 dargethan haben. 

Doch müssen wir hierbei stets festhalten, dass hier unter :^ zugleich 

B 

eine mit C addirbare Grösse verstanden sein muss, d. h. eine Grösse, 

welche mit C von gleicher Stufe und gleichem Grade ist. Es wird 

also der Quotient eindeutig sein , wenn miter dieser Voraussetzung 

-z^ jedesmal ist, d. h. es keine andere Grösse dieser Art X giebt, 
B 

die mit B multiplicirt null giebt, als null selbst. Da das Produkt 
einer Grösse nuUter Stufe, welche selbst nicht null ist, oder einer 
Grösse, die das Hauptsystem darstellt, jedesmal einen geltenden 
Werth liefert, wenn der andere Faktor einen geltenden Werth hat, 
so folgt, dass wenn B einen geltenden Werth hat und zugleich ent- 
weder B selbst oder auch X eine Grösse nullter oder h-ter Stufe ist, 
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allemal X null sein müBse, wenn B .X null sein soll. Es wird also 
auch in diesem Falle der Quotient eindeutig sein. Aber auch in 
keinem andern. Denn wenn beide Grössen B und X von mittlerer 
Stufe sind, d. h. wenn ihre Stufenzahlen zwischen und h liegen, 
80 wird X, ohne dass es null wird, stets so angenommen werden 
können, dass B und X von einander abhängig sind, und ihr nächst- 
umfassendes System doch nicht das Hauptsystem selbst ist ; es wird 
also alsdann nach § 128 einen geltenden Werth ftlr X geben, dessen 
Produkt mit B null giebt, d. h. es wird dann der Quotient nicht ein- 
deutig sein. Ist der Divisor null, so wird, da null mit jeder Grösse, 
die wir bisher kennen gelernt haben, zum Produkte verknüpft null 
giebt, auch der Dividend null sein müssen, wenn der Quotient eine 
der bisher entwickelten Grössen sein soU, unA «war wird dann jede 
dieser Grössen als ein besonderer Werth des Quotienten aufgefasst 
werden können. Ist der Dividend aber eine Grosse von geltendem 
Werthe, während der Divisor null ist, so erscheint der Quotient als 
eine Grösse von ganz neuer Gattung, die wir als unendliche Grösse 
bezeichne können, während die bisher betrachteten als endliche er- 
schienen. Fassen wir nun die so eben gewonnenen Ergebnisse zu- 
sammen, indem wir zugleich bedenken, dass wenn C von 0-ter oder 
n-ter Stufe ist, Dividend und Divisor gleichartig sind ; so gelangen 
wir zu dem Satze : 

„Der Quotient stellt dann und nur dann einen einzigen, end- 
lichen Werth dar, wenn der Divisor von geltendem Werthe 
ist, und zugleich entweder selbst als Grösse null-ter Stufe dar- 
gestellt werden kann*), oder dem Dividend gleichartig ist. 
Sind Dividend und Divisor null , so ist der Quotient jede be- 
liebige endliche Grösse. Ist der Divisor null, der Dividend 
nicht, so ist der Quotient unendlich. In jedem andern Falle, 
d. h. wenn der Divisor nicht null ist und zugleich Divisor und 
Quotient beide von mittlerer Stufe sind, ist der Quotient nur 
partiell bestimmt, und zwar erhält man dann aus einem besondem 
Werthe des Quotienten den allgemeinen, indem man den all- 
gemeinen Ausdruck einer Grösse, die mit dem Divisor multiplicirt 
null giebt, hinzuaddirt." 

*) Denn auch die Grösse n-ter Stufe kann, wie wir oben sahen, als 
QtosBe null-ter Stufe dairgestellt werden. 



214 ^w eingewftndte Produkt. § 142 

San besoaderes Interesse gewäbrän liier noeb solche Ausditleke, 
deren BivideUd die iänheit ist, wftliriBiid der Divisor eine Gr<}sse y<Hi 

geltender Stufe darstellt, z. B. der Quotient -r-. Ist hier abcd oder 

ab 

H das Hauptmass, so ist 

-|^ = -(cd + ;^), 

wo — jede von ab abhängige Grösse zweiter Stufe darstellt. 

§ 14d. Um die Analogie zwischen der äuaserenMultiplikatiom 
ulnd dfisr reinen eingewandten MvltipHkation za vollenden, bleibt- uns 
noeb eine Betrachtung übrig. N&mlich es liessen sich bei der äusseren 
Mulüplikation alle Grössen höherer Stnferü als Produkte der GrrOesen 
erster Stafe darstellen, und die Gesetze ihr^Verknüpfiuiig Hessen sieh 
ans den Verknüpfungsgesetzen für Grössen erster Stufe auf rein 
formelle Weise ableiten. Den Grössen erster Stufe entspredien nach 
§ 138 bei der eingewandten Multiplikation Grössen, deren E^änzzahl 
eins ist, d. h. Grössen (h-^l)-ter Stufe, wenn das Beziehxuigasysiem 
fär alle Grössen und Produkte dasselbe , und zwar ein System von 
h-tev Stufe ist. Durch ihre Multiplikation entst^en nach §^ 188 
Gfrössen, deren ErgHnzzahlen die Einheit Übertreffen, d. h. also deren 
Stufenzahlen kleiner sind als (h — 1). Es kommt daher, um die voll- 
ständige Analogie nachzuweisen , nur darauf an , die Analogie der 
Gesetze ftlr diese Grössen erster und (h-*-l)-ter Stufe darzuÜhun. 
Die Identität dieser Gesetze, sofern sie nur die allgemeinen Yer- 
knüpfnngsgesetze der vier Grundrechnungen (Addition , Subtraktion, 
Multiplikation , Dh^isiön) darstellen, haben wir nachgewiesen. Auch 
haben wir gezeigt, dass die Gresetae der äusseren Multiplikation als 
solcher , sobald sie nur auf den Begriff der Stufenzahl und des ge- 
nleinschaftiiehen Systemes zurückgehen, auch für die eingewandte 
«uf ein festes Hauptsystem bezügliche Multiplikation gelten , wenn 
man statt de» Begriffs der Stufenzahl den der Ergänzzahl , und statt 
des Begriffs des gemeinsohaftiichen Systems den des nächstumfassen* 
den einftihrt und umgekehrt. Sofern daher ddr Begriff der Ab- 
hängigkeit, auf den alle besonderen Gesetze der äusseren Mulitiplikation, 
als auf ihre Wurzel , gegründet sind , durch den des gemeinschaft- 
lichen oder nächstumfassenden Systemes bestioimt ist, werden die 
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€}«Betee der äusseren HtQtij^ikation sich auclk auf die reihe einge* 
wandte nach jenem Prindp ttbertmfen lassen. Aber der B^prifP 
der AbMngigkeit, welcher zuerst bei Grössen ersiber Sinfe hervortrat, 
wurde nrsprtingiieh gana anders * bestimmt, vaA Tiele später ent- 
wickelten Gesetze gründen sieh aaf diese orsprüngliche Bestimmung* 
Nämlich es wurde tirsprOnglich eine Grösse erster Stufe dann als ab- 
hängig von einer Beihe Aoleher Grössen dargestellt , wenn sich jene 
als Somme von Stücken ausdrücken lassen, welche diesen gleichartig 
sind, oder, wie wir es späterhin ausdrückten, wenn sich jene als 
Yielfachensumme von diesen darstellen lässt; und so nannten wir 
öbei^iqit mehrere Grössen erster Stufe von einandei^ abhäi^;]g, wenn 
sich eine derselben als Yielfachensumme der übrigen darstellen lässt, 
und erst daraus folgte dann vermittelst des ursprünglichen Begriffir 
des Systemes , dass n Grössen erster Stufe dann und nur dann von 
einander abhängig mnd, wenn sie von einem Systeme von niederer 
als der n-ten Stufe umfasst werdien , und vermittelst des Begri£Bgi der 
äusseren Multiplikation, dass das Produkt abhängiger Grössen, aber 
audb nur ein solches, null sei. Wir müssen daher zu jener ur- 
sprünglichen Bestimmung auf unserm Gebiete das analoge suchen. 
Wenn zuerst in einem Systeme n-ter Stufe n Grössen erster Stufe 
gegeben waren, deren äusseres Produkt nicht null ist , so zeig^ sich, 
dass jede andere Grösse erster Stufe, die diesem Systeme angehört, 
sidfi als Yielfadhensumme jener ersteren darstellen lässt. Der ana- 
loge Satz würde hier lanten : „Wenn in einem Systeme n-ter StUif<d 
B Grössen (ii — l)-ter.Stufe gegeben sind, deren eingewandtea auf jenes 
System bezügliche Produkt nicht null ist, so lässt sich jede andere 
Grösse (n — l)£er Stufe, welche diesem Syst^ne angehört, als Yiel«- 
faehensimime der erstreb darstelleii.^ Der Beweis dieses Satzes 
ergiebt sich aus § 138. Nämlich nach dem angefahrten Para- 
graphen wenleni je/(n — 1) von den n Faktoren , welche die im Sat^e 
auBgesprodiieise Beseha^Ssaiteit haben , als gemeinschaftliches: Sysito 
ein System ersier Stufe haben, während alle n Faktoren kein Sysitem 
von giekender Stufe gemeinschaftlich haben dürfen , wenn das Pro- 
dukt emeiL geltenden Werth haben soll. Es wixd also im Ganzen 
B solcher Sjvsteme: erster Stufe, geben, wovon immer je (n — 1) einem 
der n Faktoren untergeondnet sind. Diese n Systeme erster Stufe 
aber von eiuatider unabhängig sein; denn wäre ^ns derselben 
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von den übrigen (n — 1) abhängig , so müsste es in dem dnrcb «ie be- 
bedingten Systeme liegen (nach dem nrsprüngliehen Begriffe de» 
Systems) ; es sind aber diese übrigen einem der n Faktoren unterge- 
ordnet, folglich müsste auch jenes erste System diesem Faktor unter- 
geordnet sein ; es ist aber jenes erste System das den übrigen (n — 1) 
Faktoren gemeinschaftliche System» folglich würde dies System allen 
n Faktoren gemeinschaftlich sein , also das Produkt nach § 138 null 
sein gegen die Voraussetzung. Es sind also in der That jene n 
Systeme erster Stufe von einander unabhängig. Nehmen wir nun 
n beliebige Grössen erster St. an, welche diesen Systemen angehören, 
und also gleichfalls von einander unabhängig sind , so wird zuerst 
jeder der gegebenen n Faktoren, da ihm (n — 1) jener Grössen erster 
Stufe untergeordnet sind , und er selbst von (n — l).-ter Stufe ist, sieh 
als Vielfaches von dem äusseren Produkte jener Grössen darstellen 
lassen, femer wird jede Grösse erster Stufe, welche dem Haupt- 
systeme (n-ter Stufe) angehört, sich als Vielfachensumme jener n 
Grössen erster Stufe, also auch jede Grösse (n — l)-ter Stufe, die 
jenem Hauptsysteme angehört , sich als äusseres Produkt aus (n — 1) 
solchen Vielfachensummen darstellen lassen. Das Produkt dieser 
(n — 1) Vielfachensummen verwandelt sich aber beim Durchmulti- 
pliciren in eine Vielfachensumme von äusseren Produkten zu (n — 1) 
Faktoren aus jenen n Grössen erster Stufe , folglich auch , da diese 
Produkte den n gegebenen Faktoren gleichartig sind, in eine Viel- 
fachensumme dieser Faktoren. Wir haben abo den oben ausge- 
sprochenen Satz bewiesen. Doch ist damit noch nicht unsere Aufgabe 
gelöst. Vielmehr beruhte das Wesen der äusseren Multiplikation 
als äusserer auf dem Satze, dass ein Produkt von Grössen erster 
Stufe dann und nur dann null sei , wenn sich eine derselben als Viel- 
fachensumme der übrigen darstellen liess ; und ehe wir diesen Satz 
nicht auf unser Gebiet übertragen haben, ist die Analogie noch nicht 
vollständig. Dass ein Produkt von Grössen (n — l)-ter Stufe dann 
allemal null sei, wenn eine derselben als Vielfachensumme der andern 
darstellbar ist , erhellt sogleich aus dem Gesetze des Durchmultipli- 
cirens, wenn man zugleich festhält , dass das Produkt zweier gleich- 
artiger Grössen (n — l)-ter Stufe null ist. Um zu beweisen, dass 
das Produkt auch nur dann null sei , wenn sich einer der Faktoren 
als Vielfachensumme der andern darstellen lässt , müssen wir zeigen. 
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dass , wenn xa emem geltenden Produkt von m Faktoren (n — l)-ter 
Stufe in einem Hanptsysteme n-ter Stufe em Faktor desselben 
(n — l)-ten Stufe hinzutritt, wdcher das Produkt null maeht, sich 
dieser als VielfachensTunme der ersteren darstellen llisst Dass ein 
Produkt ans mehr als n Faktoren dieser Art null wird, liegt sehen 
in dem allgemeinen Satze § 138 , ergiebt sich aber auch schon so- 
gleich aus dem vorher bewies^ien Satze. Wenn femer zu n solchen 
Faktoren, äerea Produkt einen geltenden Werth hat, ein Faktor der- 
selben Stufe hinzukommt, so wird dieser einestheils das Produkt 
immer null machen, andemtheils sich als Vielfachensumme jener n 
Faktoren darstellen lassen, wie wir oben zeigten. £s bleibt uns also, 
um den Beweis unseres Satzes zu führen, hur der Fall zu b^*tldk- 
sichtigen übrig, dass die Anzahl der Faktoren (m) kleiner ist, als die 
Stufe des Hauptsystemes (n). In diesem Falle können wir zur 
Führung des Beweises (n — m) Faktoren (n — l)-ter Stufe zu Hülfe 
nehmen, welche mit den gegebenen m Faktoren ein Produkt von 
geltendem Werthe liefern. Dann wird sich der Faktor (n — l)-ter 
Stufe, welcher zu dem Produkt der m gegebenen Faktoren (P) hinzu- 
treten imd dasselbe null machen soll , nach dem vorher bewiesenen 
Satze als Yielfachensunmie der sämmtlichen n Grössen, deren Pro- 
dukt geltenden Werth hat , darstellen lassen, d. h. als Summe, deren 
eines Stück (A) dne Vielfachensumme der gegebenen m Faktoren, 
und deren anderes Stück (B) eine Vielfachensumme der zu Hülfe 
genommenen Faktoren ist , und zu beweis^i bleibt , dass dies zweite 
Stück null sei. Multipliciren wir nun das Produkt der m gegebenen 
Faktoren P mit dieser Summe (A -j- B) , so können wir das erste 
Stück (A) weglassen , da es als Vielfachensumme von den ersten m 
Faktoren erscheint , also mit ihnen multiplicirt null giebt. Da nun 
das Produkt jener Summe und der m gegebenen Faktoren null be- 
tragen sollte, also P. (A-f-B) »* sein sollte, so folgt jetzt, dass das 
Produkt ihres zweiten Stückes in diem gegebenen Faktoren auch null 
sein müsse ; also 

P.B = 0. 
Dies zwdte Stück B ist aber eine Vielfachensumme der zu Hülfe 
genommenen (n — m) Faktoren ; und wir können zeig^i , dass die 
Koefficienten dieser Vielfachensumme sftmmtlich null betragen müssen, 
sie selbst also null sei. Zu dem Ende multiplicire man statt mit 
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der Vidfitctwwwimme B mit ihsen Shiricen , so «rliilt nuui eme VM* 
MtkBoanmmß mit denselbeii Koefficienten , imd zwaor estiillU; jedes 
Glied ausaer den m gegebenen; SUtoren einen von deb sn Hitilb 
gencHmnenen. Um nun su beweisen , dass der Koeffioient 2tt> iigead 
einem solchen Qliede noU sei, bat man nur iiooh mit denjenigen 
(n — 'm«^l) ¥on den zn Hülfe genommenen Faktoeen, welobe diesem 
QHede feMen, beide Seiten der obigen Oleicbniig, oder vielmehr 
dereniGliedev SU mnltipliciren, so ist klar, dass dann alle jene Glieder 
ausser dem einen wegfallen , nnd die Gleicbong dann aussagt , dass 
dies- Glied, also aueb sein Koefiieient null sei. Es sind somit sttmaot- 
lidie Koefftdenten der Vielfacbensumme B null, also sie selbst null ; 
also der binzutretende Faktor, welcher gleicb A-f~B gesetzt war, 
glMob A, d. b. eine Viel^bensumme der m gegebenen Faktoren, was 
wir beweisen wollten. Fassen wir daber die gewonnenen Besultate 
zusammen, so gelangen wir zu dem Satze : 

„Ein Produkt von Grössen (n — l)ter Stufe in Bezug auf ein 
Hauptsystem n-ter Stufe ist dann und nur dann null, wenn, 
sieb eine derselben als Vielfacbensumme der übrigen darstellen 
lässt." 

Duicb dies Gesetz ist nun die Analogie zwiscben eingewandter 
und äusserer Multiplikation, sobald das Beziebnngssystem ein und 
dasselbe ist und zugleich das Hauptsystem darstellt, dem alle in 
Betraebt gezogenen Grössen angeboren, vollendet. Und alle Ge* 
setze der äusseren Multaplikation , so weit die nachgewiesene Ana- 
logie reicht , d. h. welche auf die allgemeinen VerknÜpfungsbegriffe, 
oder auf die Begriffe von Ueberordnung und Untanovdnung der 
Grüssen waA auf die Stufisnzablen zurückgeht , werden in analoger 
Form, indem man nämlich die Begriffe der Ueberordnung und Un- 
teserdttung? vertauscht«, den Begriff der Stufenzahlen aber durch den 
der Erglbizzahl ersetzt, audi fUr die eingewandte auf daa Ha«pt- 
System bezügliche Multiplikation gelten. Und da auA das Hänzu- 
fügen von Faktoren, die das Hauptsystem darstellen, wenn es nur 
inr aHen Gliedern einer Gleichung gleich vielmal gesdiiiefai, die 
Gleidfanmg nicfai ändert, so bestehen jeneGes^ae auch nech/, wsbxl 
man statt der reinen Grössen die BeatehjangsgröHeni^ niHtj^ dere& 
Bisaiehnngssf Stern gleidifisütts das HaiqitsyBtem ist. 
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§ 14d.*) Nachdem icli mm dieTollkomtiiMnie Aüftiogieewischen 
äusserer nnd ein^^waiidter Hnitiplikation darg^tha» habe, ivÜl ich 
nodk avf eine Erweiterung der bisherigen BetrachtiingswdiEie auf- 
merksam naehan. Hat man nämlich mehrere GrSsseti, welche d^m- 
sdben Systeme a-tet^ Stufe übergeordnet mid demselben Systeme 
(a-4-^b) ter Stnio nntergeordnet sind, so kann man dieselben als 
Produkte daüstelleä , deren einer Faktor ( A) yon a-ter Stufe und in 
all4a derselbe ist , während die andern Faktoren demselben Systeme 
b-ter Staie , B , welches von A unabhängig ist , angehören. Dann 
leaehtet sogleich ein, dass jede Zahlenr^ation ; welche zwischen 
diesen Faktoren , die dem Systeme B angehören , statt findet , auch 
2wisehen den ursprtlnglichen OrOssen (da sie durdi Multiplikation 
der letzteren mit A hervorgehen) herrschen müsse , und umgekehrt, 
dass jede Zahlenrelation , welche zwischen diesen letzteren herrscht, 
auch zwischen den ersteren herrschen mtisse (da man nach § 81 
in den Gleichungen, welche jene Zahlenrelation darstellen, den Fak- 
tor A weglassen darf). Nehmen wir namentlich Ghrössen (a -^ 1) ter 
Stufe an a. B. Ac, Ad, . . . . , wo c, d, . . . . dem Systeme B angenören, 
so werden zwischen Ac, Ad,... dieselben Zahlenr^ationen herrsehen, 
wie zwischen c, d, . . . und umgekehrt. Setzt man daher den Begriff 
des Produktes solcher Grössen Ac, Ad, .... so fest, dass es null wird, 
wenn das Produkt der entsprechenden Grössen c, d, . . . . es wird ; so 
wird man nun alle Begriffe und Glesetze von Grössen erster Stufe in 
einem Systeme b-ter Stufe , also auch alle Begriffe und Gesetze von 
Grössen höherer Stufen in einem solchen Systeme , auf jene Grössen 
(a-|- 1) ter Stufe, und die daraus auf gleiche Weise erzeugten Grössen 
übertragen können. Hierdurch entwickelt sich eine Keihe neuer 
Begriffe , von denen ich die wichtigsten hier kurz zusammenstellen 
wüL Wir können die Vereinigung zweier solcher Systeme, von 
denen das eine dem andern untergeordnet ist, ein Doppelsystem 
nennen, und sagen, eine Grösse sei diesem Doppelsystem eingeordnet, 
wenn sie dem einen der beiden Systeme, aus denen das Doppeldystem 
best^t, übergeordnet, dem andern untergeordnet ist. Wir können 
das höhere von den beid^i Systemen, aus denen das Doppelsystem 



*) Aach die hier angedeutete Erweiterang des Begriffes ist in der 
Ausg. von 1862 von mir aufgegeben worden. (1877.) 
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besteht, das Obersystem, das niedere das Untersystem nennen. Dann 
zeigt sieb, wie ein auf ein Doppelsystem bezügliches Produkt zweier 
geltenden Werthe , die dem Doppelsystem eingeordnet sind, allemal 
dann , aber auch nur dann null ist , wenn das den beiden Faktoren 
gemeinschaftliche System von höherer Stufe als das Untersystem, 
und zugleich das sie zunächst umfassende von niederer Stufe als das 
Obersystem ist , dass femer ein Produkt von geltendem Werthe in 
Bezug auf jenes Doppelsystem als äusseres erscheint , wenn das den 
Faktoren gemeinschaftliche System das Untersystem ist, und als ein 
eingewandtes , wenn das sie zunächst umfassende System das Ober- 
system ist, und dass endlich ein solches Produkt zugleich als äusseres 
und eingewandtes aufgefasst werden kann , wenn beide Bedingungen 
zugleich erfüllt sind. Zugleich erweitert sich hierdurch der Begri£P 
der Beziehungsgrösse , indem diese nun in der Form der Unterord- 
nung als Produkt von Grössen erscheinen kann , welche 3 verschie- 
dene einander eingeordnete Systeme darstellen, von denen die erste 
das Obersystem , die letzte das Untersystem , imd die mittlere das 
eigenthümliche System der Grösse ist. Um daher den eigenthüm- 
liehen Werth einer solchen Beziehungsgrösse aufzufassen, werden 
zwei Masse erforderlich sein , von denen das eine dem Obersystem, 
das andere dem Untersysteme zugehört ; tmd nur in Bezug auf ein 
solches Doppelmass wird diese neue Beziehungsgrösse einen be- 
stimmten eigenthümlichen Werth darbieten. Da auch die Be- 
ziehungsgrössen , welche sich auf ein emfaches System beziehen, 
als auf ein Doppelsystem bezügliche angesehen werden können, 
dessen Untersystem von nullter Stufe ist, so zeigt sich, dass die 
neu gewonnene Grössengattung von allgemeinerer Natur ist und 
jene erstere als besondere Gattung unter sich begreift. Da femer 
die Beziehungsgrössen als allgemeinere Grössengattung zu 'den reinen 
Elementargrössen , und diese wieder als allgemeinere Grössen- 
gattung zu den reinen Ausdehnungsgrössen auftraten , so bilden die 
Beziehungsgrössen überhaupt die allgemeinste Grössengattung, zu 
welcher wir auf dieser Stufe gelangen. Da zugleich auch die reine 
Multiplikation als die allgemeinste Multiplikationsweise sich darstellt, 
bei welcher noch die allgemeinen multiplikativen Gesetze und nament- 
lich auch das Zusammenfassungsgesetz fortbesteht , so erscheint hier 
die theoretische Darstellung dieses Theils der Ausdehnungslehre als 
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vollendet, msofeiQ man nicht auch die Multiplikationsweisen in 
Betracht ziehen will , fUr welche das ZnsanunenfassungsgeBeläs nicht 
mehr gilt. *) Wir schreiten daher zu den Anwendungen , und be- 
halten dem folgenden Kapitel nur noch die specielle Behandlung der 
VerwandtschaftsverhältniBse vor, welche am geeignetsten erscheint, 
um die in diesem Theile gewonnenen Ergebnisse in einander zu 
verflechten, und ihre gegenseitigen Beziehungen ans licht treten 
zu lassen. 

§ 144. Zunächst ergeben sich aus dem allgemeinen Begri^ 
für die Geometrie folgende Eesultate : Das Produkt zweier Linien- 
grössen in der Ebene ist der Durchschnittspunkt beider Linien , ver- 
bunden mit einem Theil jener Ebene als Faktor ; sind z. B. ab und 
ac , wo a , b , c Punkte vorstellen, die beiden Liniengrössen , so ist 
ihr Produkt abc . a ; femer das Produkt dreier Liniengrössen in der 
Ebene ist gleich dem zweimal als Faktor gesetzten doppelten Flächen- 
inhalt des von den Linien eii^eschlossenen Dreiecks, multiplicirt 
mit dem Produkt der drei Quotienten , welche ausdrücken , wie oft 
jede Seite in der zugehörigen Liniengrösse enthalten ist; denn 
sind a , b , c jene 3 Punkte , und mab , nac , pbc, wo m, n, p Zahl- 
grössen sind , die drei Liniengrössen , so ist das Produkt derselben 
gleich 

' mnp . abc . abc. 

Das Produkt zweier Plangrössen im Räume ist ein Theil der Durch- 
schnittskante multiplicirt mit einem Theil des Baumes, z. B. abc.abd 
s= abcd . ab , femer das Produkt dreier Plangrössen ist der Durch- 
schnittspunkt der drei Ebenen multiplicirt mit zwei Theilen des 
Baumes z. B. abc . abd . acd «= abcd . abcd . a. Das Produkt von 
vier Plangrössen stellt 3 als Faktoren verbundene Theile des Kaums 
dar, z. B. mabc . nadb . paed . qbcd =» mnpq . abod . abcd . abcd. Dies 
letzte Produkt wird null , wenn eine der Grössen m . . . q es wird, 
oder wenn der eingeschlossene Körperraum null wird , d. h. die 4 
Ebenen sich in einem Punkte scheiden , wie dies auch schon im Be- 
griff liegt. Das Produkt einer Liniengrösse und einer Plangrösse ist 



*) Wie solche Produkte, welche allerdings auch eine mannigfache An- 
wendung gestatten , zu behandeln seien , habe ich am Schlüsse des Werkes 
anzudeuten gesucht. 



ein Thoil äß» JBattlQ^s multil|plieirt mit dem Diiroiischiiitiapiiiikt, 
£. S. ab . acb «» abod • a. 

Ich habe oben (§ 118) die Methode, die -Kurven nnd Ober- 
flüchen durch Oleichutigen darzustellen , mit unserer Wissenschaft 
in Beziehung gesetzt, und gezeigt, wie z. B. eine Oberfläche als 
geometrisoher Ort eines Punktes dargestellt werden kann , zwisdien 
dessen Zeigern (in Bezug auf irgend ein Eichtsystem) eine Glei- 
chung statt findet ; ich habe dort gezeigt , wie die Oberfläche auch 
als Umhülle einer veränderlichen Ebene oder vielmehr Plapgrösse 
datTgeßtellt .werden kann, zwischen deren Zeigern eine Gleichung 
n-ten Grades statt findet, und ich habe dort angedeutet, dass die 
umhüllte Oberfläche dann eine Oberfläche n-ter Klasse «ei ; dies 
hängt davon ab, dass die Gleichung zwischen den Zeigern einer 
veränderlichen Ebene, welche einen festen Punkt umhüllt, dann von 
erstem Grade ist. In der That ist a dieser Punkt und P die 
Ebene , so hat man sogleich für den Fall , dass P durch a geht , die 
Gleichung 

P.a«*.0. 

Sind A , B , C , D die vier Eichtmasse dritter Stufe, als deren Viel- 
fachensumme P erscheint , und wird einer der Zeiger z. B. der von 
D ^ 1 gesetzt (was immer , da es auf den Masswerth *) von P nicht 
ankommt, verstattet ist), und ist 

P=«:]tA+yB + zC + D, 
so erhält man 

= Pa B= xAa -|- yBa -j- zCa -(- Da, 

was eine Gleichung ersten Grades ist; somit erscheint, wie es sein 
muss , der Punkt als Oberfläche erster Klasse. Will man die Glei- 
chung eines Punktes aufstellen , der durch 3 feste Ebenen bestimmt 
ist, oder, was dasselbe ist, will man die Bedingung aufstellen, unter 
welcher eine Ebene P mit drei andern A , B , C durch denselben 
Ptmkt geht, so hat man sogleich 

P.A.B.C = 0, 
eine Gleichung, welche die höchst verwickelten Gleichungen, zu 



*) So nenne ich das Quantum der Grösse, w«nn ihr System sohan 
feststeht 
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denen die gewöhnliche Koordinatenmetfaode .führt, voUkomnien er- 
setzt. 

§ 145. Die Gleichungen für die Kurven und kmnunen Ober- 
flächen , wie wir sie bisher darstellten , waren , da sie zwischen den 
Zeigern der yeiänderlichen Grösse statt fiinden, rein arithmetischer 
Natur f und bezogen sich jedesmal auf bestimmte mit der Natur de» 
durch die Gleichung dargestellten Gebildes in keinem Zusammen- 
hang stehende Bichtsjsteme ; und nur die Gleichungen ersten Gra- 
des stellten wir in rein geometrischer Form dar. In der That 
konnten auch nur diese , wenn wir bei dem reinen Produkte stehen 
blieben , in geometrischer Form dargestellt werden , indem die ver- 
änderliche Grösse dann nur einmal als Faktor vorkommen konnte» 
Dagegen bietet uns das gemischte Produkt ein ausgezeichnetes 
Mittel dar , um die Kurven und Oberflächen höherer Grade in rein 
geometrischer Form darzustellen. £s ist nämlich sogleich klar, dass,. 
wenn wir eine beliebige Gleichung zwischen Ausdehnuqgsgrössen 
haben , deren Glieder gemischte Produkte sind , der Grad der Glei- 
chung in Bezug auf eine derselben (P) stets so hoch ist , als die 
Anzahl (m) beträgt , wie oft diese Ausdehnuugsgrösse (P) in einem 
und demselben Gliede von geltendem Werthe höchstens als Faktor 
vorkommt, d. h. dass sie durch Zahlengleichungen ersetzt wird, von 
denen wenigstens Eine in Bezug auf die Zeiger der veränderlichen 
Ausdehnnngsgrösse einen Grad erreicht, welcher jener Anzahl gleich 
ist. Dies folgt unmittelbar , da man , um zu den ersetzenden Zah- 
lengleichungen zu gelangen , nur statt jeder Grösse die Summe aus 
den Produkten ihrer Zeiger in die zugehörigen Bichtmasse zu 
setzen , dann die Gesetze der Multiplikation bei jedem Gliede der 
gegebenen Gleichung anzuwenden hat, indem man statt mit der 
Summe zu multipliciren mit den einzelnen Stücken multiplicirt^ 
und dann die Glieder, welche demselben Richtgebiete gleichartig 
sind, jedesmal zu Einer Gleichung vereinigt. Es ist klar, dass da- 
bei die Zeiger der veränderlichen Grösse P in einem Gliede so oft 
als Faktoren erscheinen, als P in dem Gliede, aus welchem das 
erstere hervorging, als Faktor vorkam. Somit kann also der Grad 
dieser Zeigergleichungen nie höher sein, als die oben bezeichnete 
xinzahl (m) beträgt. Aber es muss auch wenigstens eine derselben 
diesen Grad (m) wirklich erreichen ; denn wäre dies nicht der Fall, 
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90 müssten die sämmtlichen Glieder , welche aus demjenigen Oliede 
hervorgehen , was jene Grösse in höchster Anzahl als Faktor ent- 
hält , nnll werden ; also auch jenes Glied selbst nuU sein , wider die 
Voraussetzung. Es ist also die Geltung des oben aufgestellten 
Satzes bewiesen. Hierbei haben wir noch zu bemerken , dass die 
Gleichung im Allgemeinen nicht nur das System der veränderlichen 
Grösse bestimmt , sondern auch ihren Masswerth. Bei der gewöhn- 
lichen Betrachtung der Kurven und Oberflächen kommt es aber nur 
auf die Bestimmung des Systems an *)j obgleich auch der Masswerth 
fttr die Theorie nicht ohne Interesse ist. Wollen wir also uns der 
gewöhnliehen Betrachtungsweise annähern , so haben wir die allge- 
meine Gleichung so zu specialisiren , dass dadurch der Masswerth 
nicht mit bestimmt ist , d. h. dass , wenn irgend eine Ausdehnungs- 
grösse der (ursprünglichen) Gleichung genügt , auch jede ihr gleich- 
artige , d. h. , deren Zeiger denen der erst^ren proportional sind, 
derselben genügen wird. Es ist sogleich einleuchtend, dass dann 
in allen Gliedern der Gleichung die Grösse P in gleicher Anzahl 
{m) als Faktor vorkonmien muss , und dass dann auch die Zeiger- 
gleichung eine symmetrische desselben Grades wird , d. h. in allen 
Gliedern eben so viele (m) Zeiger von P als Faktoren vorkommen 
werden. Dividirt man dann die Gleichung durch die m-te Potenz 
von einem der Zeiger, so erhält man (unter der Voraussetzung , dass 
jener Zeiger nicht null ist) die Gleichung in der gewöhnlichen Form, 
in welcher sie ein Gebilde m-ten Grades bestimmt. 

§ 146. Wir beschränken uns , um die Bedeutung dieses bis- 
her noch unbekannten Satzes, welcher über den Zusammenhang 
der Kurven und Oberflächen ein bisher wohl kaum geahntes Licht 
verbreitet, zur Anschauung zu bringen, auf die Kurven in der Ebene, 
indem die analoge Betrachtung der Kurven im Baume und der 
krummen Oberflächen dann kaum noch einer Erläuterung bedarf. 
Es zeigt sich sogleich, das die geometrische Gleichung nur dann 



*) Z. B. wenn eine Kurve als ^ometrischer Ort eines Punktes bestimmt 
werden soll, so kommt es nnr auf die Lage dieses Punktes, nicht auf das ihm 
anhaftende Gewicht an ; oder soll die Kurve als ümhüUe einer veränderlichen 
geraden Linie aufgefasst werden , so kommt es eben nur auf die Lage jener 
Linie an, nicht auf deren Länge, also überall auf das System, nicht auf den 
Masswerth. 
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eine Kurve dan^llen wird , wenn sie durch Eine aritfametisohe er- 
setzt wird, d. h. wenn sie, da die Ebene ein Elementarsystem dritter 
Stufe ist, gleichfalls .v<m dritter Stufe ist. Hierdurch ergeben sieh 
dann aus dem allgemeinen Satze des vorigen § folgende Specialaätze : 
„Wenn die Lage eines Punktes (p) in der Ebene dadurdi be* 
schränkt ist, dass 3 Punkte, welche durch Konstruktionen ver- 
mittelst des Lineals aus jenem Punkte (p) und aus einer ge- 
gebenen Keihe fester gerader Linien oder Punkte hervorgehen, 
in Einer geraden Linie li^en (oder drei solche Grade durch 
Einen Punkt gehen), so ist der Ort jenes Punktes (p) eine 
algebraische Kurve , deren Ordnung man durch blosses Nach- 
zählen findet. Nämlich man hat nur nachzuzählen, wie oft bei 
den angenommenen Konstruktionen auf den beweglichen Punkt 
p zurückgegangen wird, ohne dass man auf einen andern beweg- 
lichen Punkt zurückgeht ; die so erhaltene Zahl (m) ist dann 
die Ordnungszahl der Kurve." 

Es ist hierbei klar , dass , wenn man auf einen andern beweg- 
lichen Punkt zurückgeht , bei dessen Erzeugung p selbst n-mal an- 
gewandt ist , es dasselbe ist , als wäre man auf p selbst n-mal zu- 
rückgegangen. Der Beweis besteht nur darin , dass ich zeige , wie 
daraus eine geometrische Gleichung hervorgeht , in der p so oft als 
Faktor eines Gliedes erscheint. Jede Konstruktion vermittelst des 
Lineals in der Ebene besteht nämlich darin, dass entweder 2 Punkte 
durch eine gerade Linie verbunden, oder der Durchschnittspunkt 
zweier gerader Linien bestimmt wird; die gerade Linie zwischen 
den beiden Punkten ist aber das Produkt derselben, und der Durch- 
schnittspunkt zweier geraden Linien , wenn es nicht auf das Gewicht 
ankommt, gleichfalls ihr Produkt; folglich kann ich jeder linealen 
Konstruktion, bei welcher ein Punkt oder eine Linie angewandt 
wird , eine Multiplikation mit diesem Punkte oder dieser Linie sub- 
stituiren; die 3 Punkte oder Geraden, welche somit durch lineale 
Konstruktionen aus den gegebenen und der veränderlichen Grösse 
erfolgen , werden als Produkte derselben erscheinen ; und da jene 3 
Punkte in einer g. L. liegen , oder j^ie 3 Linien durch einen Punkt 
gehen sollen , so heisst das , ihr Produkt ist null , also hat man eine 
geometrische Gleichung aus einem Gliede, in welchem p so oft 

als Faktor erscheint , als es bei jenen Konstruktionen angewandt ist, 

15 
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also ist clie entstehende Kurve ron eben so vielter Ordnung. Den 
entsprechenden Satz für die durch eine veränderliche Gerade um^ 
hüllte Kurve erhält man aus dem obigen, wenn man die Ausdrtlcke 
Punkt und Grerade verwechselt, und statt des Ausdrucks „Ordnung*' 
den Ausdruck „Klasse" einführt. Ich will hier noch bemerken, 
dass diese Satze ohne alle ilSinschrltnkung gelten , wenn man nur 
festhalt, dass der Ort eines Punktes, dessen Koordinaten durch eine 
Gleichung m-ten Grades von einander abhangen, ohne Ausnahme 
als Kurve m-ter Ordnung aufzufassen ist, mag diese Kurve nun eine 
Gestalt annehmen, welche sie will, mag sie z. B. in ein System von 
m geraden Linien Übergehen, und mögen selbst beliebig viele dieser 
Geraden zusammenfallen. 

§ 147. Um diesen Satz auf einen noch specielleren Fall zu 
übertragen, will ich die geometrische Gleichung für die Kurven 
zweiter Ordnung aufstellen. Ist p der veränderliche Punkt, so hat 
man als Gleichung des zweiten Grades, wenn die kleinen Buchstaben 
Punkte, die grossen Linien vorstellen, 

paBcDep «= 0, 
oder, in Worten ausgedrückt, „wenn die Seiten eines Dreiecks sich 
um 3 feste Punkte a, c, e schwenken, während zwei Ecken sich in 
zwei festen Geraden B und D bewegen, so beschreibt die dritte Ecke 
einen Kegelschnitt. Die Gleichung eines Kegebchnittes , welcher 
durch 5 Punkte a, b, c, d, e geht, ist 

(pa . bc) (pd . ce) (db . ae) «= ; 
dass sie nämlich ein Kegelschnitt sei, folgt aus dem allgemeinen 
Satze ; dass die 5 Punkte a, b, c, d, e in ihm liegen, ergiebt sich 
leicht, indem jeder derselben statt p gesetzt der Gleichung genügt. 
Nämlich zuerst ist klar, dass, wenn man p gleich a oder d setzt, 
auch ein Faktor, nämlich pa oder pd null wird, also das ganze Produkt 
null wird, also sind a und d Punkte des Kegelschnittes ; femer wenn 
p gleich c ist, so stellen die beiden ersten Faktoren des ganzen 
Produktes beide den Punkt c dar, also ist ihr Produkt null ; ist p 
gleich b, so stellt der erste Faktor des ganzen Produktes die Grösse 
b dar, das Produkt der beiden letzten die Grösse bd, imd bbd ist 
null ; ist p gleich e, so stellt der mittlere Faktor die Grösse e dar, 
das Produkt der beiden andern stellt die Grösse ae dar, und eae ist 
wieder null. Also liegen alle 5 Punkte in jenooi Kegelschnitt, und 
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es ist also die Angabe, die Gleicliiuig eines durch 5 Filiale be- 
sdmmt^iiKegekoliiiittes «a&ntfiBden, dadurch gellest. Uebitigeiis stellt 
jeneGleichung nichts anders a^ die bekanoteE^nsohalt des mystisehen 
Sechsecks dar. 

§ 148. Idi kann mi^ hier nicht auf die Entvieklung der 
neuen KumreBtheoiie einl aflo e a , w^che durch den von ]|iirau%eätellten 
allgeoMinen äata bedii^ist; ich muss mich hier damit begnttgeu, 
den Satz selbst in seiner Allgemeinheit hingestellt, und. doreh «eine 
Anwendung auf die emfachsten Fälle seine Bedeutung anschaulich 
gemacht zu haben. Ich bin überzeugt, dass schon hierdurch sowohl 
die£in£aohheit als auch die ausgezeichnete Allgememheit jenes Satzes 
klar geworden sein wird; indem ja in der That alle Sätze, nT^che 
auf die AbhUngigkeit der Kurven von linealen Konstruktionen sieh 
besiehoi, hieraus mit der grössten Leiditigkeit hervorströmen, i^Qirend 
ihre Ableitung bisher, wenn jen^^ Sütze Überhaupt bekannt war^ 
vermittelst weitläufiger Theorien erfolgte, und jeder dieser Sätze eine 
digne Ableitung erforderte. Es ist auch klar genug, wie man jetzt 
diesen allgemeinen Satz auch ohne Hülfe der von mir angewandten 
Analyse ohne Schwierigkeit beweisen kann ; aber erst durch sie tritt 
der Satz in seiner unmittelbaren S^larheit hervor, wie er auch durdb 
sie aufgefunden ist ; und zugleich bietet diede Analyse den höchst 
wichtigen Yortheil dar, di6 durch lineale Konstruktionen bestimmten 
Kurven auf gldch einfache Weise durch Gleichungen darzustellen. 
Wie der Satz eben so auf Kurven im Baume und auf krumme Ober- 
flächen übertragen werden kann, bedarf keiner Auseinandersetzung, 
da der allgemeine Satz in § 145 dies schon in viel grösserer Allgemein- 
heit f^r die abstrakte Wissenschaft leistet. 



Viertes 

Verwandtschaft sbeziehungen. 

§ 149. Wir knüpfen die Darstellung der Verwandtschafts- 
beziehungen an den Begriff der Abschattung. Unter der Abschattung 
einer Grösse A auf ein Gruudsystem G nach einem Leitsysteme L 

verstanden wir (§ 82) diejenige Grösse A, welche dem Grundsysteme 

16* 
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<} ztfgBhÖtt, und mit einem Theilcr des Leitt^nertiemes (L) glmches 
t^todnkt liefert, wie die abgesdiattete Gt@sse (A), wobei voransgesetaEt 
wurde, dass 0- vxm L imabiiingig ist, und das System LG- dasHsnpt- 
system darstellt, auf welches sich jenes Produkt bezieht. IHese Er- 
klärung «teMten wir dort (in § 82) nur für den Fall fest, dass unter 
äea 3t^8S6ni A, L, Gr rdne AusdehnvagsgrÖssMi verstanden seien, 
und die Multiplikaition eine äussere, also A dem Grandsysteme G 
untergeordnet sei. Diese Erklämog erweiterten wir in §^108, indem 
wir statt der Ausdehnungsgrössen eine allgemeinere Grössengattong, 
die läem^itargrössen einführten, und in § 142 deuteten wir eine noch 
weiter reichende Yerallgemeinerung an, indem statt der äusseren 
Multiplikation mit den nöthigen Veränderungen und Beschränkungen 
^e eingewandte eingeAthrt werden konnte. Halten wir die Bestimmung 
fest, dass swei Grössen einander «ingeordnet genannt werden, wenn 
eine von ihnen der andern untei^ordnet ist, so können wir sagen : 
„Unter der Abschattung einer reinen Grösse A a;af ein Grund^^stem 
G nach einem Leitsysteme L verstehen wir diejenige Grösse A', 
welche dem Gmndsysteme G eingeordnet ist, und mit einem Theile 
von L in Bezug auf das aus Grundsystem und Leitsystem kombinirte 
System LG multiplicirt dasselbe Produkt liefert, wie die abgeschattete 
Grösse A." Dabei ist also vorausgesetzt, dass LG ein äusseres 
Produkt dufstelltj tmd das Hauptsystem ist^ dem auch die GrlSsse A 
angehört, und auf welches sich die Multiplikation bezit^t. Esergiebt 
sich hieraus sogleich im allgemeinsten Sinne die höchst einfache 
Gleielning 

, LA.G 
^ LG"- 

In dCrThat, da LA nach der Definition gleich LA' ist, so ist auch 

LA.G = LA'.G; 
und da hier gleichfalls nach diar DefilMön A' und G einander ein- 
geordnet sind, so kann man A' und G nach § 138 vertauschen und 
erhält somit den Ausdruck der rechten Seite 

— LG-A'. 

Somit ist nun, indem man durch LG die giswonilen»' Gleidiung 

LA.G-^IiG.A' 
dividirty die Bichtigkeit der oben auf gMelltin GHei^unp 
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# 

LA.q 

•*^"" LG 
erwieseiiy d. h. 

^maa erhHlt die Absdiattong einer Grdsse, wesok man das Leit- 
system mit ihr and dem Grandsyst^Eoe fortschreitend nmltiplioirty 
nnd das Besultafe durch das Produkt des Leitsystems in. das 
Gnmdsystem dividirt.^ 

Hierdurch ist die in § 85 gestellte Aufgabe, die Abschattang 
analytisch auszudrücken, wenn die abzuschattende Grösse und der 
Sinn ihrer Abschattung d. h. Grandsystem und Leitsystem gegeben 
sind, f^ reine Grössen allgemein gelöst. 

§ 150. Für Beziehu^gsgrössen haben wir nur festzusetzen, 
dass ihre Abschattung g^nden wird, wenn man sowohl ihren eigen- 
thümlichen Werth in Bezug auf irg^d ein Mass, als auch dies Mass 
abschattet, und in den Ausdruck der Beziehungsgrösse diese Ab- 
schattnngen statt jener Grössen einführt. Ist z. B. H' . A die 
Beziehungsgrösse, H ihrHauptmass und sind ff, A' die Abschattungen 
Ton H und A nach irgend einem Bichtsysteme genommen, so ist 
IBl^ . A' die Abschattung der Beziehungsgrösse H^ . A nach demselben 
Bichtsysteme. Es liegt übrigens in der ursprünglichen Definition, 
dass die Abschattung einer ZahlengrÖsse sowohl, als einer Grösse, 
die das Haijiptsystem LG darstellt, der abgeschatteten Grösse selbst 
gleich ist. Daraus folgt, dass, wenn das Beziehungssystem einer 
Beziehungsgrösse mit dem Hauptsysteme LG zmsmmenjfllllt , man 
dann, um die Beziehxmgsgrösse abzuschatten, nur ihren eigenthüm- 
liehen Werth abzuschatten braucht, und das dann für die Ab- 
schattung der Beziehungsgrösse noch die für reine Grössen aufgestellte 
Definition der Abschattung gilt. Wir wollen die Abschattung eine 
äussere oder eingewandte nennen, je nachdem das Produkt LA ein 
äusseres oder eingewandtes, d. h. je nachdem die abzuschattende 
Grösse von niederer oder höherer Stufe ist , als das Grundsystem. 
Ist sie Yon gleicher Stufe, so kann LA als äusseres und at&ch als ein- 
gewandtes Produkt aufgefasst, die Abschattnng dann ateo gleiehfalls 
auf beiderlei Arten benannt werden. 

§ 151. Nennt man das System des Produktes isweier Grössen 
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die Kombination*) dieser Grössen oder ihrer Systeme, und nennt 

man das System der Abschattung die Projektion des Systems der 

abgeschatteten Grösse, so kann man sagen, die Projektion eines 

Systemes werde gefanden , wenn man das System fortächi-eitend mit 

dorn- L^tsyBteme nnd dem Gnmdsysteme kombinirt. LuLem wir 

^nn ^e Projektion irgend einer Oesammtheit yon Elementen, deren 

umfassendes System von gleicher oder niederer Stufe ist, als das 

Gnindsystem, als Gesammtheit der Projektionen dieser Elemente 

definiren, so haben wir den gewöhnlichen Begriff der Projektion nur 

in etwas erweiterter Form ; und es zeigt sich, wie sich die Projektion 

von der Abschattui^ nur durch den Masswerth unterscheidet, während 

das System dasselbe ist. Um dies auf die Geometrie anzuwenden, 

wollen wir zuerst als Grundsystem eine Linie G, als Leitsystem eine 

davon unabhängige Elementargrösse erster Stufe 1, d. h. da es nur 

auf das System ankommt, entweder einen Punkt oder eine Kichtung 

setzen. Die Projektion eines Punktes a ist dann der Durchschnitt 

der Linie al mit G (Fig. 13) , während die Abschattung a' gleich 

la.G 

* ist. Ist 1. eine Richtung (oder eine n^it dieser Bichtong begabte 
Itr 

Strecke), so ist die Projektion der Durchschnitt einer von a aus nach 

dieser Kichtung gezogenen Linie mit der Ginindlinie G. Ist das 

Grundsystem ein Punkt g, das Leitsyntem eine Linie L, so wird eine 

Linie A pröjicirt, indem man den Durchschnitt zwischen A und L 

mit g verbindet (s. Fig. 14)**). Die Abschattung eines Theiles 

jener Linie, den wir gleichfalls mit Abezeichnen, wird dann dargestellt 

durch die Gleichung 

A =«~7 

^ach dieser Analogie wird man sich leicht eine Anschauung bilden 
köimen von der Projektion eines ^Punktes oder eruer Linie, wenn 
das Grundsystem eine Ebene, das Leitsystem ein Punkt oder eine 
Richtung ist, 'femer von der eines Punktes oder einer Ebene, wenn 



^) JSteth. diMem Begriffe ist die Komblnatioii, wenn das entsprechende 
Produkt imU wt, unbestimmt* 

**) Man ist zwar nicht gewohnt, die so entstehende Linie als Projektion 
zu betrachten; allein die Analogie fordert diese Betrachtungsweise. Di^ 
Projektion ist hier n&mlieh eine eingewandte, s. o* 
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Leitsystem wad Gmndsystent Lmien smd^ endlich von der einer 
Xdnie oder Ebene, wenn da« Gnmdsystem ein Pnnkt, das Leitsystem 
•eine Ebene ist. Ist die abzuschattende Qrösse von gleicher Stufe 
mit dem Grundsystem, so zeigt sich leicht, dass die Projektion ihires 
Systemes das Grandsystem selbst ist , dass also das Wesen der Ab- 
^hattung dann nur in dem Maaswerthe derselben beruht. 

§ 152. Wir haben nun die Geltung der im zweiten Kapitel 
dieses Abschnittes (von § 81 an) für die dort behandelte Art der 
Abschattung erwiesenen Gesetze auch für den so eben dairgestellten 
allgemeineren begriff d^selben zu untersuchen. Dass diese Sätze 
noch gelten, wenn man statt der Ausdehnungsgrössen Elementar- 
grössen setzt, folgte schon aus der vollkommenen Uebereinstimmung 
«wischen den Gesetzen, die für beiderlei Grössen gelten (s. § 108). 
Es ist also die Geltung derselben nur noch fUr die eingewandte Ah- 
schattung darzulegen, und zugleich sind jene Sätze noch so zu erweitem, 
dass man auch statt der äusseren Multiplikation die eingewandte 
«inführt. Vergleichen wir den von § 81 an gewählten Gang der 
Jkitwickelung, so können wir aunächst den am Schlüsse jenes Para- 
graphen anfgestellten Satz für da« eingewandte Produkt in folgender 
Porm darsteU^i: 

,)Wenn die Glieder einer Gleichung sämmtlich elngewuidfte 
Produkte zu zwei Faktoren sind, und entweder der erste aäer 
der letzte Faktor (L) in allen diesen Gliedern derselbe ist, die 
ungleichen Faktoren aber demselben Systeme (G) tlbergeordaet 
sind, und dies System (G) mit dem gieiohen Faktor LmoltiplieErt 
das Hauptsystem liefert, so kann man den Faktor L in allen 
Gliedern weglassen.^ 

In der That werden sich dann die ungleichen Faktoren in den 
Formen AG, BG , . . . . darstellen lassen, wo A, B , . . . . dem L unter- 
geordnet und die Produkte äussere sind, dann wird die Gleichung in 
der Form 

L.AG + L.BG + .... =0 

erscheinen, oder da 

L.AG — LG.A 

ist, weil A dem L untergeordnet, G aber und L kombinirt das Haupt- 
system darstellen, und ebenso 
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L.B6 — LG.Bu. s. w., 



80 ezb&lt mata 



d.h. 



LG.A+LG.B4-.... — 0, 



LG(A-f-B4-....) —0, 
welcher Gleichung, da LG das Hanptsystem darstellt) nur genügt 
"Wird) wenn 

A + B + .... «»0, 
also auch 

(A+B + ...OG,d. h. AG + BG + .... —0 
ist, und somit ist jener Satz bewiesen. Aus diesem Satse folgen nun 
ganz auf dieselbe Weise, wie in § 82, die Sätze : 

„!Bine Gleichung bleibt als solche bestehen, wenn man alle ihre 
Glieder in demselben Sinne abschattet^ 
und 

„Die Abschattung einer Summe ist gleich der Summe aus den 

Abschattungen d«r Stücke. ** 
In der That erhKlt man, wenn man die gegebene Gleichung glied- 
weise mit dem Leitsystem (L) multiplicirt , und statt der Glieder 
der ursprünglichen Gleichung mm in diese neue Gleichung ihre 
Abschattungen auf dasselbe Grundsystem G setzt (was nach der 
Definition der Abschattung verstattet ist), die Gleidmng in derForm^ 
dass man nach dem zulet;st bewiesenen Satze den Faktor L weglassen 
darf ; wodurch dann der erste jener beiden Stttse erwiesen ist, und 
somit ani)ch der zweite, welcher nur eine andere Ausdrucksweise des- 
selben Satzes darstellt*). 

§ 153. Die Sätze in § 84 setzen die Abtehattungemes äusseren 
Produktes in Beziehung mit den Abschattungen seiner Faktoren, 
und wir haben die entsprechenden Sätze aufzustellen, sowohl wenn 
das Produkt ein eii^ewandtes, als auch wenn die Abschattung eine 
eingewandte wird. Ist das Produkt ein eingewandtes, dessen Be- 
ziehungssystem zugleich das Hauptsystem der Abschattung ist, und 
ist die Abschattung durchweg eine eingewandte, d. h. nicht nur die 
der Faktoren jenes Produktes, sondern auch ins Besondere des 

*) Was dem in § 83 dargestellten Satse entspricht, ist seinem wesent- 
liehen Gehalte nach schon früher da gewesen, and kann daher hier über- 
gangen werden. 
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Prodaktes selbst, so gilt der in § 84 dargestellte Sttts, dass die Ab* 
sdiattiiBg eines Produktes das Produkt ist ans den Abscbnttungen 
seiner Faktoren, auch f^r den so «ben beseichneten Fall, indem 
die Beweisfühmng genau dieselbe bt, wie in jenem Paragraphen. 
Nftmlieh sind A, B die Faktoren des Produktes, L das Leitsystem, 
6 das Orondsystem, so ist das Produkt L. (A. B) ein eingewandtes 
ans 3 Faktoren in Bezug auf dasselbe Hauptsystem ; da man hier 
beliebig zusammenfasBen und mit Beoba^tong der Vorzeiehen ver- 
tauschen kann, so wird der Werth jenes Produktes nicht geSndert^ 
wenn man statt A und B Grössen setzt, die mit L dieselben Produkte 
liefern, ahio z. B. ihre Abschattungen A' und B' auf das Ghrundsystem 
G ; es ist abo dann 

L.(A',B') — L.(A.B), 
und da A' sowohl als B' als eingewandte Abschattungen dem Grund* 
Systeme übergeordnet sind, so ist es auch ihr gemeinschaftliches 
System, d. h. ihr Produkt, also ist A' . B' die Abschattung von A . B 
auf G nach dem Leitsysteme L. Es ist also die G«Hung des Satzes 
für den bezeii^eten Fall bewiesen ; allein es zeigt sidi bald, dass 
derselbe allgemein gilt, sobald nur die Abschattungen des Produktes 
und der beiden Faktoren, entweder alle drei eingewandte oder alle 
drei äussere sind, mag nun das Produkt ein äusseres oder einge- 
wandtes sein. Wir setzen zuerst voraus, dass das Produkt einen 
geltenden Werth habe und seine beiden Faktoren reine GhrOssMi 
seien ; und zwar wollen wir die Geltung des Satzes zuerst für d^a 
Fall beweisen, dass die Abschattung durchweg eine äussere, das 
Produkt ein eingewandtes ist. Es seien die beiden Faktoren dieses 
Produktes M und N, B stelle ihr gemeinschaftliches System dar; 
dann werden sich M und N als äussere Produkte in den Formen AB 
und BC darstellen lassen ; und zwar muss dann ABC als äussevea 
Produkt einen geltenden Werth haben, weil C mit AB keinen Faktor 
von geltender Stufe gemeinschaftlich haben kann; denn hätten sie 
einen solchen gemeinschaltlieh, so wflrden auch M und N, wie leicht 
zu sehen ist, ein System höherer Stufe gemeinschaftlich haben, als 
B ist, geg^ die Voraussetzung. Nun ist 

M.N — AB.BC — ABC.B, 
indem B und BC einander eingeordnete Faktoren sind, welche man 
daher bei der fortschreitenden Multiplikation nach § 136 vertauschen 
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isann. Wir hftben nxm Yonnufgesetst, cUm» die Absohattiuaig dareh- 
weg eine Jbwere sei, sowohl für die FakUaen. M und N, als aaeh 
fiSa deren Produkt, d. h. Ar ihr gemeinscluiftliches STstem B und 
ihr niich»tmnfa88ende8 ABC. Sind mm A\ B', G\ Jd.\ N^, besiehlich 
die äusseren Abschattungen von A, B, G, M, N, so sind (naeh § 84) 
A;6' , B'C , ABC' die Abschätzungen von AB , BC , ABC. Femer 
4a M.N gleich ABC.B ist, so ist nach der in § 150 aufgestellten 
Definition die Abschattung von M . N gleich dem Produkt der Ab- 
jseha^tnngen von ABC und B, also gleich A'B'C' . B'. Ferner ist 

AT.N' — A'B'.BC — A'B'C.B', 
4jso das Produkt der Abschattungen M' . N' gleich der Abschattang 
des Produktes M . N. Somit ist ftlr den in Betracht gesogenen Fall 
die Gültigkeit des obigen Gesetaes nachgewiesen. Es bleibt also 
■das Fortbestehen dieses Gesetaes nur noch fUr den Fall au beweisen, 
dass die Abschattung durchweg eine eingewandte ist« Der Beweis 
für diesen Fall ist genau derselbe, wie für den so eben betrachteten 
Fall, wenn man nur nach dem in § 142 angestellten Princip statt 
dder äusseren Multiplikation die auf das Hauptsystem der Abschattung 
beattgliche eingewandte Multiplikation einführt, und die dort ent- 
wickelten Umänderungen, welche durch diese Einführung bedingt 
«ind, eintreten läast. Namentlich ist festzuhalten, dass, wie jede 
Orösse, welche einer andern untergeordnet ist, als äusserer Faktor 
derselben dargestellt werden kann, so auch jede Grösse, welche einer 
andern übergeordnet ist, als eingewandter Faktor derselben in Beaug 
auf das Hauptsystem dargestellt werden könne. Um jedoch die Art 
^eser Umänderung an einem ziemlich zusammengesetzten Beispiele 
klar an's Licht treten au lassen, will ich die Uebertxagung des obigen 
Beweises hier ausführlich folgen lassen. Es seien die beiden Faktoren 
des eingewandten Produktes M undN, B stelle ihr nächstumfassendes 
System dar; dann werden sich M und N als eingewandte auf das 
Hauptsystem der Abschattung bezügliche Produkte in den Formen 
AB und BC darstellen lassen *) ; und zwar muss dann ABC als ein- 



*) In der That, wenn D ein System darstellt, Welches das System von 

DM 

B zum Haupts jsteme der Abschattnof ergänsEt, so wird man nur A ^ ig^ 

ND 

xind C ^ ^^ zu setzen haben. 
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gewftadtes aitf das Havptsystem der Ab^chattaiig bcattgliches Produkt 
einen geltenden Werth liaben, weil AB und C Tön keinem niederen 
Systeme als dem Hauptsysteme umfasst werden kßnnen*); denn 
würden sie 7en einem soleben Systeme nmfi|S8t, so würden aueh IC 
nnd N, wie leicht zu sehen kt**), von einem Systeme niederer Stofe 
umfaflst werden^ als B ist, gegen die Voraussetsimg. Nnn ist 

M.N — AB.BC—ABC.B, 
indem B nnd BC einander angeordnete Faktoren sind, welche man 
dahw bei der fortschreitenden Multiplikation aach.§ 136 Tertansohen 
kann. Wir haben nun vorausgesetzt, dass die Abschattong dutdi- 
weg eine eingewandte sei, sowohl fttr die Faktoren M und N, als 
auch für deren Produkt, d. h. ftlr ihr nächstumfassendes System B 
und ihr gemeinschaftliches ABC. • Sind nun A', B', C', M', N' be- 
ziehlich die eingewandten Abschattmigen von A, B, C, M, N, so 
sind (nach § 153) A'B', B'C, A'B'C die Abschattungen von AB, 
BC, ABC. Femer da M . N gleich ABC . fi ist, so ist nach der in 
§ 150 aufgestellten Definition die Abschattung von M.N gleich dem 
Produkt der Abschattungen von ABC und B, also gleich A'B'C' . B'. 
Femer ist 

M'.ir — A'B'.B'C— A'BC.B', 
also das Produkt der Abschättungen M' . VT gleich der Abschattung 
des Produktes M . N. Somit ist auch Air diesen Fall die Gültigkeit 



*) Hier tritt die Analogie in dem Wortausdmcke nicht so klar hervor. 
Sollte sie klar hervortreten, so mfisste man im ersten Falle sagen : «weil das 
System, welches AB nnd C gemeinschaftlich haben, von keiner höheren Stufe 
als der nnllten sein kann** und im letzteren Falle «weil das System, welches 
AB nnd C nmfasst, von keiner niederem Stnfe als der h-ten sein kann", in- 
dem nämlich h die Stufe des Hanptsystems bezeichnet. 

**) NKmlioh wenn D jenes System darsteUte, was AB oder M und C 
umfassen sollte, und doch niedriger wäre als das Hauptsystem, so würde 
sich C als eingewandtes, auf das Hauptsystem bezügliches Produkt in der 
Form D . £ darstellen lassen, und es würde N — B . G «• B . (D . £), oder da 
dies Produkt ein reines ist, ai(B.D).£ sein; wo das nächstumfisssende 
System zu B undD das Hauptsystem sein mnss ; es wird also das den Grössen 
B und D gemeinschaftliche System die Qrösse N umfassen , und auch die 
Grösse M , da diese sowohl von B als von D umfasst wird. Das gemein- 
schaftliche System von B und D umfasst also M und N, ist aber von niederer 
Stufe alsB, dat> nicht das Hauptsystem ist, undB undD als nächstumfassen- 
des System das Hauptsystem haben. 



L 
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äes obigen Gksetses nachgewiesen. Wir setzten in beiden ItUien 
noeh Toraiis, dass das abzuschaittende Produkt einen geltenden Werth 
habe, und die Traktoren reine Grössen seien. Ist das absoschattmide 
Produkt null, so ist, um die Geltung jenes Gesetases «ach ftir diesen 
Fall zu erweisen, nur zu zeigen, dass das Produkt aus den Ab- 
schattungen der beiden Faktoren auch null sei. Wenn einer der 
ursprünglichen Faktoren null ist, so ist auch seme Abschattang null, 
also auch das Produkt der Abschattungen null. Wenn aber die 
beiden Faktoren geltende Werthe haben , und das Produkt dennoeh 

null isty so muss, da 

M.N-*ABC.B 

ist , und B nicht null ist, ABC » B als Produkt in der Form der Ein- 
ordnung aber nicht anders null werden kann, als wenn einer der 
Faktors null wird, nothwendig ABC null sein, also auch seine Ab- 

scbattiiiig, d. h. 

A'BC = 0; 

als^ muss auch A'B'C' . B' , d. h. M' . N' oder das Produkt der Ab- 
schattungen null sein. Es bleibt also auch nqch in diesem Falle 
die Abschattung des Produktes gleich dem Produkt aus den Ab- 
schattungen der Faktoren. Es ist nun, um das Gresetz in seiner 
ganzen Allgemeinheit darzustellen , nur noch die Beschränkung auf- 
zuheben, dass die Faktoren des abzuschattenden Produktes reine 
Grössen sind. Sind dieselben Beziehungsgrössen , deren Bezie- 
hungssystem (K) identisch ist mit dem Bezidningssysteme des ein- 
gewandten Produktes und sind fi und v die Ghradzahlen jener Be- 
ziehungsgrössen , M und N ihre eigenthttmlichen Werthe in Bezug 
auf das Mass K, so wird sich das Produkt in der Form 

K/'M-K^N 
darstellen lassen. Dies Produkt ist nun nach § 1 38 gleich K ^ ''^ *" H . N 

oder , wenn M . N gleich K . I ist , gleich K ^ "*" '' K . I. Bezeichnen 
wir die Abschattungen mit Accenten und nehmen dieselben entweder 
durdiweg als äussere oder durchweg als eingewandte an , so ist die 
Abschattung des obigen Produktes 

«»K'i^ + ^M'.N', 

d. h. gleich dem Produkte der Abschättungen. Also gilt nun das 
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Qesetz «ach noch, wenn die Faktoren BeoiebangBgrSflBen smd, deren 
BenebnngsflyiBtem mit. dem BeaidiungBS jsteme • des eiagiewiuidte« 
Produktes zusammenfUlt. Daraug folgt n«n aneh, dam es fUr renne 
eingewandte Produkte ans beliebig vielen Faktoren gut. NacdMÜem 
wir nnn alle überflttssigeiiBeschrlinknngen angehoben haben, könnmi 
wir das Greseiz in seiner gansen Allgemeinheit hinstellen : 

„Die Absehattang des Produktes ist gleich dem Produkte ans 

den Absehattungen seiner Faktoren , wenn für alle absnsdiat- 

tenden Grössen sowohl der Sinn der Absohattong ab auch das 

BeziehungssTstem dasselbe ist." 

Wir sagen nämlich, dass der Sinn der Abschattmig mehrerer Grössen 

derselbe sei , wenn nicht nnr GnindsTStem und Leitsystem dieselben 

sind , stmdem auch die Abschattungen entweder sttmmtlich äussere. 

oder sämmtlidi eingewandte sind. 

§ 154. Daraus, dass jede Gleichheit, w^he zwischen den 
Vielfachensxnnmen einer Eeihe von Grössen stattfindet, auch bestehen 
bleibt , wenn man statt der Grössen ihre Abschattungen setzt , oder 
mit andern Worten , dass die Abschattungen in derselben Zahlen- 
relation stehen wie die abgeschatteten Grössen , folgt , dass die Ver- 
wandtschaft zwischen den Abschattungen und den abgeschattet^ii 
Grössen eine besondere Art einer allgemeineren Verwandtschaft ist, 
welche darin besteht, dass die zwischen einer Beihe von Grössen 
herrschenden Zahlenrelationen auch für die entsprechenden Grössen 
der zweiten Beihe gelten \ und wir woll^i daher diese allgemeinere 
Verwandtschaft der Betrachtung unterwerfen. Es tritt jedoch diese 
Veiwandtediaft erst in ihrer ganzen Einfachheit hervor, wenn die 
Bezii^nng eine gegenseitigeist, d.h. wenn jede Zahlenrelation, welche 
zwiscbea Grössen der einen Beihe, welche von beiden es auch sei, 
stattfindet, auch zwischen den Grössen der andern Beihe herrscht; 
mKl zwei solche Vereine von entsprechenden Grössen, welche in 
dieser gegenseitigen Beziehung zu einander stehen, nennen wir äff i n *). 
Diese Gegensdtigkeit der Beziehung führt das Gresetz herbei, welches 



*) Der Begriff der Affinität , wie wir ihn hier aufstellten , stimmt mit 
dem gewöhnlichen Begriff derselben in sofern überein , als er auf dieselben 
Grössen angewandt, auch dieselbe Beziehung darstellt; ihr Begriff ist hier 
nnr in sofern allgemeiner gefasst, als er sich auf andere Grössen übertragen 
Itet. 
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überall jede eih&die Be»eiitiiig aofleeiehnet , das« namHoh, wenn 
ewei Vereine v^n Orössen A und B mit einem dritten C affin sind^ 
ine es aneh unter sich sind. In der That , da dann jede Beladen in 
A aueh in C stattfindet, und jede Relation, die in C stattfindet, andi 
in B herrscht, so muss auch jede Relation in A zugleich in B statt* 
finden , und aus demselben Grunde jede Relation, die in B herrscht, 
zugleich in A stattfindet! , d. h. A und B sind einander affin. — 
Es fragt sich nun, wie man zu einem beliebigen Yereme von Grössen 
überhaupt einen andern Verein bilden kann , welcher mit jenem in 
derselben Zahlenrelation stehe, und ins Besondere einen solchen, 
bei welchem diese Beziehung eine gegenseitige ist, d. h. welcher 
dem ersteren affin sei. Hat man in dem gegebenen Vereine n 
Grössen (derselben Stufe), zwischen denen keine Zahlenrelation statt- 
findet , als deren Vielfachensummen «ich aber die übrigen Grössen 
jenes Vereins darstellen lassen, so Ufcsst sich zeigen, dass man, tun zu 
einem zweiten Vereine zu gelangen , welcher dieselben Zahlenrela- 
tionen darbietet, die in dem ersten Vereine herrschen, in dem zweiten 
Vereine n beliebige Grössen , welche unter sich von gleicher Stufe 
sind , als jenen n Grössen entsprechende annehmen kann, dann aber 
zu jeder andern Grösse des ersten Vereins die entsprechende im 
zweiten findet , indem man die erste als Vielfachensumme jen^r n 
Grössen der ersten Reihe darstellt und dann in dieser Vielfachen- 
summe statt jener n Grössen die entsprechenden der zweiten setzt, 
dass aber diese Beziehung nur dann und immer dann eine gegen* 
seitige ist , die Vereine also einander a^fin sind, wenn zugleich die n 
Grössen des zweiten Vereins keine Zahlenrelation unter sich zulassen. 
Die Richtigkeit dieser Behauptung beruht darauf, dass, wenn n 
Grössen in keiner Zahlenrelation stehen , d. h. keine derselben sich 
als Vielfachensumme der übrigen darstellen lässt , und dennoch eine 
Vielfachensumme dieser Grössen gleich null sein soll, noihwend^ 
alle Koeffieienten dieser Vielfachensumme einzeln genommen gleidi 
null sein müssen ; denn htttte einer von ihnen einen geltenden Werth, 
so würde die Grösse, der er zugehört, sich als Vielfachensumme 
der übrigen darstellen lassen, was gegen die Voraussetzung ist. 
Aus diesem Satze nun ergiebt sich die Richtigkeit der obigen Be- 
hauptung sogleidi. Denn sind a , b , c . . • irgend welche Grössen 
des ersten Vereins, zwischen denen eine Zahlenrelation 
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€ra+/^+ — 

statt findet , und man drückt a , b , . . . . als Viellkclienstimme jener 

n Grossen des ersten Vereins r| r^ aus , so wird sidi jene 

Gleiehong in der Form 

?iri + ftr9 + — 

darstellen lassen, in welcher nach dem so eben erwiesenen Satze 
alle Koef&cienten nnll sein müssen ; also 

?i— 0, Pj — 0,... 

Diese Grltosen ^|, ^^, sind nur von den Koefficienten a, fi,,,,^ 

nnd von den Koef&cienten der Vielifachensamme, in welcher a, b, . . . . 

dargestellt sind, abhängig. Sind nun a' , b' mid r\ , r\, 

die entsprechenden Grössen des zweiten Vereins, so müssen a\ 

V , ans a , b , . . . dadurch hervorgehen , dass man in den Viel- 

fachensommen , welche a ^ b . . . darstellen , statt r^ , rj , . . . die ent- 
sprechenden Grössen r i, r j^, .... setzt. Folglich wird der Ausdruck 

aa -f /«)' -f = ^ 1 r 1 + ?« r 9 + 

sein , nnd also da ^| , ßa , , . . . . einzeln genommen null sind , selbst 

gleich null sein müssen, also 

aa'-)-/fb'-|-... — 0, 
d. h. zwischen den Grössen des zweiten Vereins bleibt jede Zahlen- 
relation bestehen , welche zwischen denen des ersten besteht. Sind 
mm die Grössen r\ . . . r n gieichfalls von der Beschaffenheit , dass 
zwischen ihnen keine Zahlenrelation stattfindet, so Ittsst sich ebenso 
der Büekschluss machen , die Beziehung ist also dann eine gegen- 
seitige, nnd die beiden Vereine von Grössen sind einander affin. 
Hingegen herrscht zwischen diesen Grössen r'^ . . . . r n eine Zahlen- 
relation, so ist klar, dass man, da diese Belation zwischen den 
entsprechenden Grössen des ersten Vereins nicht stattfindet, auch 
nicht von dem Herrschen einer Belation innerhalb des zweiten 
Vereins einen Schluss auf das Fortbestehen derselben im ersten 
machen darf, dass vielmehr die Beziehung dann nur eine einsei- 
tige ist. 

§ 155. Wenn nun zwei Vereine entsprechender Grössen ein- 
ander a£fin sind, so werden auch die Produkte aus den Grössen 
des einen Vereins den entsprechend gebildeten Produkten des an- 
dern Vereins affin sein , wenn nur die Multij^ikationsweise , durch 
welche diese entsprechenden Produkte gebildet sind , in beiden Ver- 
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«inen in dem Sinne genommen ist, dass .d*8 Produkt dann, aber 
auch nur dann als null erscheint, wenn die Faktoren in einer Zahlen- 
relatioa zu einander stehen. Ist nämlich die Ji^uItiplikAtEon in 
dieser Weise angenommen , so kann zuerst zwischen den Terschie- 

denen Produkten , welche sich ans den n Grössen A| An des 

<einen Vereins » die in keiner Zahlenrelation zu einander standen, 
bilden lassen , gleichfalls keine Zahlenrelation stattfinden; d. h. es 
kann keins dieser Produkte sich als Vielfachensumme der übrigen 
darstellen lassen. Denn gesetzt es wäre dies der Fall , so kdnnte 
man in der Gleichung, welche jenes Produkt z. B. Af A^ As als 
Vielfachensumme der übrigen darstellt , jedes Glied mit den sänunt- 
liehen Faktoren A4 ... An multipliciren, die jenes Produkt nicht ent- 
hält; durch diese Multiplikation werden dann alle übrigen Produkte 
mit Ausnahme dessen, was als Vielfachensumme der übrigen er- 
scheinen soll , null , weil in ihnen wenigstens einer von den hinzu- 
tretenden Faktoren schon unter den vorhandenen Faktoren vorkommt, 
also nun zwischen den Faktoren Gleichheit , also auch eine Zahlen- 
relation statt findet ; man erhält daher die Gleichung 

A| . A) An *» 0, 

d. h. zwischen A^ .... An würde eine Zahlenrelation statt finden 
müssen, was wider die Voraussetzung ist. Betrachtet man nun femer 
ein Produkt P.Q.R, dessen Faktoren Grössen jenes Verräis, 
also als Vielfachensummen von Af .... An darsteUbar sind , so wird 
auch dies Produkt, wenn man die einzelnen Faktoren als Vielfachen- 
summen darstellt, gliedweise durchmultiplicirt und die Faktoren der 
einzelnen Glieder gehörig ordnet , als Vielfachensumme der aus den 
Faktoren A| .... An gebildeten Produkte erscheinen. Sind nun in 
dem andern Vereine A't . . . . A'n als die den Grössen A| .... An ent- 
sprechenden angenommen, und werden als die ihren Produkten 
At A2 A^ etc. entsprechenden Grössen die Produkte derentspredien- 
den Faktoren A'i A\ A\ angenommen (was verstattet ist , da zwi- 
schen jenen Produkten des ersten Vereins keine Zahlenrelation statt- 
findet) , so wird dem Produkte P.Q.R das Produkt P' . Q' . R' der 
entsprechenden Faktoren gleichfalls entsprechen. Denn man erhält 
aus P.Q.R das Produkt P'.Q'.R', wenn man, nachdem P, Q, R 
als Vielfachensummen von Ai .... An dargestellt sind, statt At ... An 
die entsprechenden Grössen A\ . . . A'n setzt. Das Gesetz des Durch- 
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multiplicirens ist nun für beide Produkte dasselbe, jedes Produkt 
femer zwischen A| . . . • A» » wes. gleiche Faktoren enthKlt und somit 
null wird , hat auch aiun entsprechenden Produkte ein solches , was 
null wird ; und daran liegt , dass auch dasselbe Vertausehungsgesets 
herrscht, indem (A-j-B) (A-|- B) oder AB-fBA in beiden Fällen 
null ist, abo die Faktoren nur mit Zeicbenwechsel yertansdibar sind. 
Daraus nun folgt , dass , wenn PQB als Y ielfachensumme der aus 
den Faktoren A^ ... An gebildeten Produkte ersdieint , man daraus 
P' Q' B' erhiüt, indem man statt Af ... An die entsprechenden Grössen 
A'i . . . An» oder statt der aus den ersteren gebildeten Produkte die 
aus den letzteren gebildeten setzt. Hierin liegt nun vermittelst des 
obigen Gesetzes, dass die Produkte des zweiten Vereins in derselben 
Zahlenrelation stehen, wie die entsprechenden des ersten, und 
dass also, wenn die beiden Vereine einander affin sind, auch die 
Produkte des einen Vereins den entsprechenden des andern affin sind. 
§ 156. Es giebt unter den bisher betrachteten Multiplikations- 
weisen nur zwei, welche der im vorigen Paragraphen ausgesprochenen 
Bedingung genügen , dass nämlich das Produkt dann und nur dann 
als null erscheinen soll , wenn zwischen den Faktoren eine Zahlen- 
relation herrscht, das sind nämlich erstens die äussere Multipli- 
kation von Grössen erster Stufe und zweitens die eingewandte 
Multiplikation von Grössen (n — l)ter Stufe in einem Hauptsysteme 
n-ter Stufe und in Bezug auf dasselbe. Dass die übrigen Multipli- 
kationsweisen , welche wir bisher kennen gelernt haben , nicht den. 
Bedingungen des vorigen § genügen , leuchtet sehr bald ein. Zwar 
würde das in jenem Paragraphen dargestellte Verwandtschaftsgesetz 
ein vortreffliches Mittel darbieten, um in die Bedeutung des formalen 
Produktes, welches wir bisher nicht der Betrachtung unterworfen 

« 

hatten , hineinzudringen ; doch woUen wir uns durch solche Betrach- 
tungen , welche uns jedenfalls in schwierige und weitläufige Unter- 
suchungen verwickeln würden, nicht den Baum ftlr andere wichtigere 
Gegenstände verkürzen; imd wir bleiben daher bei den beiden Fällen 
stehen, auf welche unser Gesetz direkte Anwendung erleidet. 

§ 157. Wir gelangen durch Anwendung des in § 155 dar- 
gestellten Gesetzes auf die beiden in § 156 aufgeführten Multipli- 
kationsweiBen zu zwei Hauptgattungen der Affinität, nämlich der 

direkten und der reciproken, indem eines Theils den Grössen 

16 
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enter Stufe des emen Vereins Ghrössen erster Stufe des andern ent« 
sprechen; xmd andern Theils den Grossen erster Stufe des einea 
Vereins QrOssen (n — l)ter St. des andern entsprechen, wenn jeder 
Verein ein System n-ter Stufe ab Hanptsystmn darbietet. Wir 
können daher folgenden Hauptsatz der Affinität aussprechen : 

„Wenn man zu n von einander imabhiingigen Grössen erster 
Stufe n gleichfalls von einander unabhilngige Grössen erster Stufe 
oder n Grössen (n — l)ter Stufe, welche einem System n-ter 
Stufe angehören , deren eingewandtes Produkt aber einen gelten- 
den Werth hat , als ents^echende nimmt , so bilden die aus den 
entsprechenden Grössen durch dieselben Grundverknüpfun^en 
gebildeten Grössen zwei einander affine Vereine von Grössen, 
und jede Grundgleichung, welche zwischen den Grössen des 
einen Vereins besteht, bleibt auch bestehen, wenn man statt 
dieser Grössen die entsprechenden des andern setzt. Im ersten 
Falle heissen beide Vereine direkt affin, im zweiten reciprok 
affin." 
Dieser Satz ist von so allgemeiner Geltung , dass er, wie wir 
£^terhin zeigen werden, die allgemeinsten linearen Verwandtschaften, 
wie die Kollineation und Reciprocitftt unter sieh begreift, und den 
vollstttndigen Begriff dieser Verwandtschaften, welche bei der gewöhn- 
lichen Auffiissungsweise nur in unvollkommener Gestalt hervortreten, 
darstellt. Namentlich liegt in diesem Satze, dass, wenn m Grössen 
des einen Vereins irgend einem System angehören , dann auch die 
entsprechenden Grössen des andern Vereins bei der direkten Affinität 
einem System derselben Stufe angehören , bei der reciproken einem 
System von ergänzender Stufe , weil nämlich das Produkt derselben 
gleichzeitig null wird. 

§ 158. Wir haben nun die Abschattung als besondere Art 
der konstanten Zahlenrelation und der Affinität daneusteUen, und 
anzugeben, in welchem Falle die allgemeine Verwandtschaft in diese 
besondere übergeht. 

Wenn zuerst zwischen den Grössen erster Stufe eines Vereins 
A dieselben Zahlenrelationen statt finden , welche zwischen den ent- 
sprechenden Grössen erster Stufe eines andern Vereines B herrschen, 
so fragt sich, welcher Bedingttng beide Vereine unterworfen sein 
mttssen, wenn der erste Verdn A zugleich die Abschattung des 
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zweiten B sein soll. Nennen wir das System, welches ehien Verein 
von Grössen erster Stufe znnXckst omfasst, das System dieses Yereitts, 
so leuchtet ein, dass A nnr dann die Abschattang von B sein k^nne, 
wenn in demjenigen Systeme C, welches den Systemen beider Vereine 
gemeinschaftlich ist, die entsprechenden Grössen beider Vereine zu- 
sammenfallen , d. h. einander gleich sind , wie dies unmittelbar aus 
der Idee der Abschattang hervorgeht. Wir kl5nnen aber auch zeigen, 
dass, wenn diese Bedingung eintritt, auch jedesmal der Verein A als 
Abschattong des Vereines B aufgefasst werden könne, und der Sinn 
der Abschattung dann bestimmt sei. Um dies zu beweisen , können 
wir zuerst das System von B als Kombination des gemeinschaftlichen 
Sy Sternes C mit einem davon unabhängigen Systeme darstellen. 
Dies System , welches dann zugleich von dem Systeme des Vereines 
A unabhängig sein wird , sei von m-ter Stufe, d. h. es sei durch das 
äussere Produkt von m Grössen erster Stafe b| . . . . bm dargestellt, 
welche alle von einander unabhängig sind. Wird nun vorläufig L 
als das Leitsystem angenommen, und sind a^ .... am die den Grössen 
bi . . . bm entsprechenden Gröi^sen des ersten Vereins A , so erhält 
man , wenn zugleich a^ .... am die Abschattungen von bi . . . bm nach 
dem Leitsysteme L sein sollen, die Gleichungen : 

li . a| = li . bj , L . am ^ L . bm> 

oder 

L.(a| — b,) =«0, L.(am — bm)=«0; 

d. h. die Grössen (a^ — bj), (am — bm) sind dem Leitsysteme unter- 
geordnet. Es sind aber diese Grössen sowohl von einander als von 
dem Systeme des Vereins A unabhängig. Denn fllnde eine «olelie 
Abhängigkeit statt, so würde auch eine Vielfiachensumme von a^ ... am 
und den andern Grössen erster Stufe, die dem Vereine A angehf^ren, 
als gleich erscheinen einer Vielfachensumme der Grössen b^ . . .bm> 
d. h. es würde in dem Systeme bj.b2«...bm eine Grösse geben, 
welche den Systemen beider Vereine gemeinschaftlich wäre , d. h. 
dem Systeme C angehörte , was wider die Voraussetzung ist , indem 
jenes Produkt von C unabhängig angenommen ist. Da nun die 
Grössen (aj — b|) . ... (am — -bm) von einander unabhängig und dem 
Systeme L untergeordnet sind, seist auch ihr äusseres Produkt diesem 
Systeme untergeordnet; und wenn wir annehmen, dass das Leitsystem 

nicht von höherer als m-ter Stufe ist , so folgt , dass es durch jenes 

16* 
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Produkt dargestellt, also vollkoimneii bestlinixit ist, oder mit andern 
'VPprten, es ist dann der Sinn der Abschattang bestimmt. Setzen wir 
daher L jenem Produkte gleich, so folgt auch umgekehrt die Grültig- 
keit der Gleichungen 

L . a| SS L . bj u. s. w., 
und da L von dem Systeme von A unabhängig ist , so folgt , dass 
a| . . . am in der That die Abschattung von b| , . . bm auf das System 
von A nach dem Leitsysteme L sind. Nimmt man nun in dem 
Systeme von B irgend eine andere Grösse erster Stufe b an , so wird 
sich dieselbe als Vielfachensunnne von den Grössen b^ . . . bm nnd von 
Grössen , die dem Systeme C angehören » darstellen lassen. Dann 
wird die entsprechende Grösse a des ersten Vereins sich als ent- 
sprechende Vielfachensumme von den entsprechenden Grössen ihres 
Vereins darstellen lassen , d. h. als entsprechende Vielfachensumme 
von den Abschattungen jener Grössen erscheinen , oder sie selbst ist 
die Abschattang jener ersteren. Wir haben somit den Satz gewonnen : 
„Wenn zwischen den Grössen erster Stufe eines Vereins (A) die- 
selben Zahlenrelationen stattfinden, welche zwischen den ent- 
sprechenden Grössen erster Stufe eines andern Vereins (B) 
herrschen : so ist der erste Verein (A) dann und nur dann als 
Ab'schattung des zweiten (B) aufzufassen , wenn in dem gemein- 
schaftlichen Systeme beider Vereine die entsprechenden Grössen 
zusammenfallen; und zwar ist dann der Sinn der Abschattung 
vollkommen bestimmt." 
Als unmittelbare Folgerung aus diesem Satze geht hervor, „dass 
von zwei affinen Vereinen dann und nur dann der eine als Ab- 
schattong des andern erscheint, wenn in dem gemeinschaftlichen 
Systeme beider Vereine je zwei entsprechende Grössen zusammen- 
fallen, und dass dann jeder von beiden Vereinen ab Abschattang des 
andern aufgefasst werden kivin." 

§ . 169* Um die gewonnenen Resultate durch geometrische 
An0chai:iungen zu verdeutlichen, wird es genügen, affine Vereine 
beiderlei Art in der Ebene zu betrachten. Es ist klar, wie man 
dmn tu drei nicht in gerader Linie liegenden Punktgrössen (die aber 
aiKh in Strecken übeigehen können) drei beliebige ebenfalls nicht in 
gerader Linie liegende Punktgrössen als entsprechende annehmen, und 
duraiis airei einandordirekt affine Vereine ableiten kann, indem man die 
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aus jenen entspreo&eaden Grasen auf gleiche Weise gebildeten Viel- 
fachensnmmen , oder der^n auf gleiche Weise gebildeten Produkte 
als entsprechende Grössen setet. Eben so erhält man zwei reciprok 
aMne Vereine, wenn man zu drei Elementargrössen erster Stufe , die 
nicht in gerader Linie liegen , drei Liniengrössen , deren Linien eiti 
Dreieck begränzen, als entsprechende annimmt, und ausserdem je 
zwei durch dieselben Grundverknüpfungen aus ihnen erzeugten 
Grrössen als entsprechende setzt. Es ist aus dem Früheren klar, wie 
im ersten Ealle dreien Punktgrössen des einen Vereins, die in gerader 
Linie liegen, auch drei des andern entsprechen, die gleichfalls in 
gerader Linie liegen, und eben so dreien Liniengrössen des einen, die 
durch Einen Punkt gehen, drei des andern entsprechen, welche gleich- 
falls durch Einen Pmikt gehen ; wie femer im zweiten Falle dreien 
Punktgrössen des einen Vereins , die in Einer geraden Linie liegen, 
drei Liniengrössen des andern entsprechen , die durch Einen Punkt 
gehen und umgekehrt. Dabei ist jedoch festzuhalten, dass die Punkt- 
grössen auch in Strecken , die Liniengrössen in Flächenräume um- 
schlagen können. 

§ 160. Unsere bisherige Betrachtungsweise unterscheidet sich 
von der gewöhnlichen geometrischen Anschauungsweise dadurch, dass 
wir die Punkte nicht für sich, sondern behaftet mit gewissen Zahlen- 
koefficienten , die wir Gewichte nannten , auffassten ; und dies war 
nothwendig, damit sie eben als Grössen erscheinen konnten. Der 
Punkt selbst erschien entweder* als solche Grösse mit dem Gewichte 
1 , oder als System , dem die Grösse angehörte. Ebenso mussten 
die Linie , die Ebene , der Eaum , wenn sie als Grössen erscheinen 
sollten , einen bestimmten Masswerth darbieten , und so als Linien- 
grosse, Plangrösse und begränzter Körperramn aufgefasst werdeii.- 
Es ist besonders die erste Betrachtungsweise (der Punkte als Grössen), 
welche von der gewöhnlichen gänzlich abweicht. Es bleibt uns 
daher jetzt noch besonders übrig, für die in diesem Kapitel daige- 
stellten Gesetze jene Differenz auszugleichen. Wir knüpfen diese 
Betrachtung an die allgemeine Verwandtschaft der Af&niHlt, und 
nennen zunächst die entsprechenden Systeme zweier affiner Vereine, 
linear verwandt , und zwar wenn jene Vereine direkt affin sind , 06 
nennen wir die Vereine ihrer Systeme kollinear verwandt, und wenn 
sie redprok affin sind, reciprok verwandt; oder um diesei Begriffe 
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sogletich auf die Geometrie jeq tLbertr«^n, w«ttii awei YereiBe T<ni 
Grössen (Elementargrössen , LiniengrösseB » Plftof^rössen) in direkter 
oder reciproker AffimtlU stehen, so nennen wir die Vereine der ihnen 
«ngehörigen Systeme (Punkte, Linien, Ebenen) kollinear oderreoiprok 
verwandt. Wir haben nun nachzuweisen, dass diese Begriffe mit den 
sonst unter den aufgeführten Namen verstandenen Begriffen zusammen 
fallen. M^bius, der Begründer dieser allgemeinen YerwandtschafitB- 
theorie , stellt als den Begriff der Kollineation auf ^), dass bei zwei 
ebenen oder körperlichen Bäumen , welche in dieser Verwandtschaft 
stehen , jedem Punkte des einen Baumes ein Punkt in dem andern 
Baume dergestalt entspricht , dass wenn man in dem einen Baume 
eine beliebige Gerade zieht , von allen Punkten , welche von dieser 
Geraden getroffen werden, die entsprechenden Punkte des andern 
Baumes gleichfalls durch eiue Gerade verbunden werden können. 
Hieraus folgt vermöge der in den vorigen Paragraphen durgelegten 
Gese1;ze , dass in der That die Systeme , welche den entsprechenden 
Grössen zweier direkt affiner Vereine zugehören, zwei kollineare 
Vereine in dem von Möbius dargestellten Sinne bilden; aber auch 
umgekehrt lässt sich zeigen, dass, wenn zwei Bäume in diesem Sinne 
als kollinear verwiuidt erscheinen , die entsprechenden Punkte auch 
mit solchen Gewichten behaftet werden können, dass die Vereine der 
so gebildeten Grössen einander affin sind ; oder mit andern Worten, 
dass zwei Bäume, welche nach dem Pnneip der gleichen Konstruk- 
ti^ineii einander kollinear sind, es aueh nach demPrincip dergleichen 
Zeiger sind. 

§ 161. Um dies zuerst für die Ebene zu beweisen, nehme 
i|ian irgend vier Punkte in der einen Ebene an, von denen keine drei 
ip gerader Linie liegen , und ebenso in der andern aueh vier solche 
Punkte, und setze sie einander entsprechend, was nadi dem Princip 
der gleichen Konstruktionen verstattet ist, weil der vierte Punkt von 
am drei ersten durch keine lineare Konstruktion abhängt : Nun kann 
mast in jeder Ebene dreien von den Punkten solche Gewichte hinsu- 
fiigen, d^ss der vierte Punkt als Summe der sogebideten 8 Elementar- 
grössen ersehet; dem wenn man nur jene 3 Punkte alsBiohtelemeate 
annimmt, $^ sind die 3 Bi^tstOoke des vierten Punktes die verlangten 
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BkniiftTitiirgrgwen ; nimmt man nim diese 3 Paare Ton Elementar- 
grdsaen ab einandar entsprechende Qrössen awder affiner Vereine 
an, so dbftd auch die beiden vierten Punkte entsprechende Ghrössen 
derselben Vereine. Nnn erhiüt man nach dem Prindp der gleichen 
linettren Konstraktion ans 4 entsprechenden Pnnktenpaaren ABCD 
nnd A'B'CD' zweier koUinearer ebenen Bäume (Fig. 15. u. 16.) 
^ neues Paar durch das Ejreuzen der entsprechenden Linien AB 
und CD einerseits, nnd A'£' und CD' anderseits , indem der eine 
Kreuzpunkt, da er zweien Graden des einen Vereines angehört, auch 
als entsprechenden Punkt denjenigen Punkt haben muss, welcher 
den entsprechenden Geraden des andern Vereines angehört, also den 
Elreuzpunkt beider Geraden. Sind nun die zu jenen Elementen 
gehörigen Elementargrössen a, b, c, d und a', b', c', d' einander affin, 
so sind es auch die Produkte ab . cd und a'b' . c'd' (nach § 157) , und 
die Elemente dieser Produkte , d. h. die oben bezeichneten Kreuz- 
punkte , sind also dann auch nach dem Princip der gleichen Zeiger 
einander kollinear. Also je zwei Elemente , welche in der Ebene 
sich als entsprechende nach dem Princip der gleichen Konstruktion 
nachweisen lassen, sind es auch nach dem Princip der gleichen Zeiger. 
§ 162. Entsprechend Ittsst sich der Satz für Körperrftume 
nachweisen, indem man dann nur statt jener vier Punktenpaare 
fünf solche nimmt, von denen keine vier in Einer Ebene liegen. 
Dann z^gt sich, wie nach dem Princip der gleichen Konstruktion 
jeden vier Punkten des einen Vereins, welche in Einer Ebene liegen, 
auch vier Punkte des andern entsprechen müssen, welche gleichfalls 
in Einer Ebene liegen. Denn vier Punkte, welche in derselben 
Ebene liegen, müssen sich so verbinden lassen, dass ihre Verbindungs- 
linien sich kreuzen ; diesem Kreuzpunkte muss dann auch ein Kreuz- 
punkt der entsprechenden Verbindungslinien des andern Baumes ent- 
sprechen , also müssen auch diese Verbindungslinien , also auch die 
Punkte, welche durch sie verbunden werden, in Einer Ebene liegen. 
Sind nun A, B, C, D, E und A', B', C, D , E' die fOnf entsprechenden 
Punktenpaare, so wird nach dem Princip der gleidien Konstruktion 
dem Durchschnitte der Ebene ABC mit der geraden Linie DE der 
Dnrehschnitt von A'B'C mit D'E' enüfn-echen. Nun können wir 
gaiui anf dieselbe Weise, wie vorher, den fünf Punktenpaaren solche 
Gewichte geben , dass die so entstehenden Elementargrössen a, b, c, 
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d, e.iind a', b', e, d', e' einander affin werden, indem man nnr in 
jedoDi Vereine einen jener Punkte als Yielfachensumme der ttbrigen 
desselben Vereins darzustellen, und diese Vielfadien als die entsprechen- 
den Elementargrössen zu setzen braucht. Dann sind nach § 157 auch 
die Produkte abc . de und a'b'c . de' einander entsprechende Grrössen 
jener affinen Vereine ; die Elemente dieser Produkte, d. h. die oben 
bezeidineten Durchschnittspunkte sind also dann auch nach dem 
Princip der gleichen Zeiger einander kolUnear entsprechend. Somit 
wieder, wenn irgend 5 Elemente des einen Vereines nach beiden 
Principien 5 Elementen des andern entsprechen , so wird auch jedes 
sechste Elementenpaar, was nach dem Princip der gleichen Konstruk- 
tion sich als entsprechendes nachweisen lässt, sich auch nach dem 
Princip der gleichen Zeiger als solches nachweisen lassen. 

Es ist also in der That die Identität beider Principien für ebene 
sowohl als körperliche Bäume nachgewiesen. Bei Punkten einer 
geraden Linie reicht das Princip der gleichen Konstruktionen nur 
dann aus , wenn man mit den Konstruktionen aus der geraden Linie 
herausgeht, und also ein entsprechendes Punktenpaar ausserhalb der- 
selben annimmt; das Princip der gleichen Zeiger hat hingegen auch 
dann noch, wie Überhaupt immer, seine direkte Anwendung. 

§ 163. Nach dem Princip der gleichen Konstruktion nennen 
wir zwei Vereine einander reciprok , wenn jedem Punkte des ersten 
Vereins eine Gerade des andern dergestalt entspricht , dass , wenn 
man in der Ebene des ersten Vereines eine Gerade zieht, von allen 
Punkten, welche in dieser Geraden liegen, die entsprechenden 
Geraden des andern Vereines durch einen Punkt gehen, und umge- 
kehrt zu allen Geraden des zweiten Vereines, welche durch den- 
selben Punkt gezogen werden können , die entsprechenden Punkte 
des ersten in einer geraden Linie liegen. Ebenso werden zwei räum- 
liche Vereine einander nach dem Princip der gleichen Konstruktion 
reciprok sein, wenn die Ebenen des zweiten Vereins, welche den 
sämmtlichen Punkten einer Geraden im ersten entsprechen , sich in 
einer und derselben Geraden schneiden , und umgekehrt die Punkte 
des ersten Vereins , welche den sämmtfichen Ebenen, die durch die- 
selbe gerade Linie gehen, und dem zweiten Vereine angehörig gedacht 
werden , sich durch eine gerade Linie verbinden lassen. Es bedarf 
kamn noch einer Auseinandersetzung, dass die auf 
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reciproken Grebiläe es anch nach dem PriKcip ^r gleichen Zeiger 
sind , indem sich dies genau aof dieselbe Weise ergiebt, wie es sich 
oben f(ir die Kollineation ergab. 

§ 164. Setzen wir drei Punkte, die nicht in einer geraden 
Linie liegen , entsprechend mit drei Punkten , die auch nicht in ge- 
rader Linie liegen, und bilden daraus durch gleiche Zeiger zwei 
Vereine entsprechender Grössen : so wird das Gewicht einer jeden 
Grösse die Summe ihrer 3 Zeiger, also das Gewicht zweier ent- 
sprechender Grössen dasselbe sein; es erscheinen also auch die Punkte 
selbst tiberall als entsprechende Grössen, und es herrscht also zwischen 
den Vereinen der entsprechenden Punkte selbst Affinität. Daraus folgt, 
dass, wenn a, b, o drei in gerader Linie liegende Punkte, a', b', c' drei 
ihnen entsprechendePunkte eines affinen Punktgebildes sind, dann nicht 
nur- auch a', b', c , in gerader Linie liegen, sondern auch die zwischen 
ihnen befindlichen Abschnitte proportional sein mttssen, denn wenn 

ab »SS mbc, 
ist , wo m eine Zahl vorstellt , so wird auch nach dem allgemeinen 
Gesetz der Affinität 

aV«=mbV 
sein, und nach der Annahme sollten auch a', b', c' Punkte sein, wenn 
a, b, c es waren. Es fällt somit unser Begriff der Affinität mit dem 
sonst üblichen Begriff derselben zusammen , sobald er auf dieselben 
Grössen , nämlich auf blosse Punkte (mit gleichen Gewichten) ange- 
wandt wird. Die Erzeugung affiner Punktvereine tritt noch klarer 
hervor , wenn wir Parallelkoordinaten zu Grunde legen , oder nach 
unserer Benennungsweise, wenn wir zu einem Punkt und zwei 
Strecken des einen Vereins in dem andern Vereine einen Punkt und 
zwei Strecken als entsprechende setzen ; und dann die entsprechenden 
Grössen durch gleiche Zeiger erzeugen: dann wird das Gewicht dieser 
Grössen gleich dem zu jenem Punkte gehörigen Zeiger sein, und 
also gleieh 1 erscheinen , wenn jener Zeiger der Einheit gleich wird. 
Zieht man somit in dem einen Gebilde von einem Punkte aus zwei 
Strecken , und in dem andern von dem entsprechenden Punkte aus 
zwei entsprechende Streckai, und setzt diese Strecken als Richtmasse 
für die Richtstfieke der demselben Gtebilde zugehörigen Punkte, so 
haben die entsprechendoi Punkte beider Vereine stets gleiche. Ge- 
wichte; tmd zugleich sind dadurch aus 3 Paaren • entsprechender 
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FmiktQ aü% übrigen elttspreoheiidMi PnaktenpMure zweier alÜoer 
Piinktgebildo bestimmt. 

§ 165. Was die metrischen Belationea zweier koilinearen 
PunktgebUde betrifft , so sind diese anf eme fachst einfache Weise 
dadurch ausgedrückt, dass 

„jede Gmadgleichiing , welche unabhängig ist von den Mass- 
weräien der darin vorkommenden Grössen, bestehen bleibt, 
wenn man statt der Grössen die entsprechenden eines kollinearen 
Vereines setzt. ^^ 
NXmlieh da man diese Masswerthe auch so setzen kann , dass beide 
Vereine von Grössen affin werden, und i^r aifine Gröss^irereine die 
Geltung dieses Satzes erwiesen ist, so gilt er nun unter jener Vorans- 
isetzung auch für kollineare Vereine. Eine specielle Folgerung dieses 
allgemeinen Satzes, welcher die metrischen Relationen, weldie 
zwischen kollineuren Gebilden herrschen, in ihrer ganzen Volistibidig- 
keit umfasst, ist z. B. die, dass jeder Doppelquotient zwischen vier 
Grössen A, B, C, D, welcher einen Zahlenwerth darstellt, auch den- 
selben Zahlenwerth behält, wenn man statt ABCD die entsprechenden 
Grössen A'B'C'D' eines kollinear verwandten Gebildes setzt ; nämlich 
ein solcher Doppelquotient, da er sich in der Form 

AB CD 
BC DA 
danstellen lässt, ist unabhängig von dem Masswerthe der 4 Grössen 
A, B, C, D, weil jede im Zähler und Nenner einmal vorkommt, folg- 
lich wird, wenn man diesen gleich einer Zahl m setzt, diese Gleichung 
auch fortbestehen, wenn man statt der Grössen A, B, G, D die ihnen 
kollinear entsprechenden Grössen A', B', C, D' setzt , und man hat 
somit 

AB CD AB' CD' 



f • 



BCDA BC'D'A' 
NfUaeftilich hat man, wenn a, b, c, d Punkte einer geraden Linie 
sind, und a', b', c', d' die entsprechenden, 

ab cd a'b' c'd' 

bc da bV d'a' ' 
SbflD so ist, wenn A eine Linie, b, e, d aber Punkte sind, weldie mit 
A in deniBlben Ebene liegen und selbst unter emssder in derselben 
ipeeaden Lmie liegen 
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bA cd b'A' cd' 
Ac db A c' d'b' * 
Ferner wenn A und G gerade Linien , b und d Punkte md, nnd A, 
C, b, d in d^velben Ebene liegen, so ist 

Ab Cd AV Cd^ 
bC'dA~b'C*d'A'* 
Ferner wenn A nnd C Ebenen, b und d Punkte sind, so ist 

Ab Cd AV Cd' 



/ • 



bC ■ dA b'C ' d'A' 
Eadlich wenn A, B, C, D Linien im Batune sind, so ist 

AB CD AB' CD' 



/ • 



BC DA B'C DA' 
Die hinzugefügten Bedingungen entsprechen nämlich der in dem all 
gemeineren Satze hinzugefügten Bedingung, dass der Doppelquotient 
^e Zahl darstellen soll. 

§ 166. Wie sich nun die Kollineation zur Affinität verhUlt, 
80 verhält sich die Projektion zur Abschattung , ind^n, wie wir oben 
zeigten, bei Elementargrössen das System der Abschattung die Pro- 
jektion darstellte. Es werden also auch alle Grundgleichungen, 
welche von dem Masswerthe ihrer Grössen unabbäagig sind, bestehen 
bleiben, wenn man statt der Grössen ihre Projektionen setzt ; nament- 
lich werden auch jene Doppelquotienten bei der Projektion denselben 
Werth beibehalten. Wie femer die durch Abschattung aus einander 
erzeugbaren Vereine eine besondere Art der Affinität darstellten , so 
werden nun auch die durch Projektion aus einander erzeugbaren 
Vereine eine besondere Art der Kollineation darstellen , und zwar 
können wir, wenn wir die durch Projektion aus einander erzeugbarm 
Vereine perspektivische nennen, den Satz aufstellen: 

„Zwei koUineare Vereine sind dann und nur dann perspektivisch, 

wenn in dem Durchschnitte der beiden Systeme, dem jene 

Vereine angehören , je zwei entsprechende Punkte zusamoDoeii- 

fallen, und der Sinn der Projektion ist dann bestimmt" 

Dieser Satz ist eben nur eine Debertvagnng des in § 158 für die 

Aibeehattung anfgestellien Satzes. Namenilich folgt daraos auch, 

dias zwei kollineare linien, welche nieht in Einer Ebene liegen, 

stets perspektivis^ sittd, weil oe sieh nicht «tBneMfm. Endlich 

in demsdUben Falle, in welchem die kollineaffen Vereine sngleieh 
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affin werden, die Projektion mit der; Abschattang identisch werden ; 
nämlich wenn die Abschattimg und die abgeschattete Grösse Punkte 
oder überhaupt ElementargrÖssen erster Stnfe mit gleichen Gewichten 
darstellen. Dies wird der Fall sein , wenn das Leitsystem ein Aus- 
dehnnngssTstem ist (oder anders ausgedrückt, als Elementar- 
system ins Unendliche flQlt). Dieser Fall trat im ersten Abschnitte 
(§ 82) ein, weshalb dort Projektion und Abschattung zusammenfielen. 
§ 167.' Fragen wir überhaupt danach, welche Gleichungen 
imabhängig sind von dem Masswerthe der Grössen geltender Stufe, 
die darin vorkonmien , und welche also in der Projektion und über- 
haupt in der Kollineation bestehen bleiben, so sind es diejenigen, bei 
welchen jede Grösse von geltender Stufe, in demselben Gliede eben 
so oft als Faktor des Nenners vorkommt, wie als Faktor des Zählers, 
xind nur diejenigen Faktoren, welche sämmtlichen Zählern oder 
Nennern gemeinschaftlich sind , können in den Gliedern beliebig oft 
vorkommen, wenn nur in allen gleich oft. Die einfachste Form einer 
solchen Gleichung ist daher 

oQA /JQB _ 

pT+pF"*" "' 

WO a, /^,... Zahlengrössen vorstellen, und wobei wir, damit die 
Gleichung einen bestimmten Sinn gewinne , annehm^i müssen , dass 
die Nenner PA, PB, ... . einander gleichartig sind, ohne null zu 
werden. Setzen wir dies voraus, imd nehmen wir Q gleich der Einheit, 
wodurch die Gleichung übergeht in 

PA^PB^ ••* ' 
so nennen wir dieselbe eine harmonische Gleichung, a, /9,... 
die harmonischea Koefficienten (härm. Gewichte) , die Systeme von 
A ,. B , . . , die harmonischen Systeme, P das Polsystem. Verstehen 
wir unter A, B, . . . blosse Systeme , so schreiben wir die Gleichung 
auch so : 

P 

aA4-/^B + .-- — 0, 
und sagen, der Ausdruck aA'\-ßB-\-... sei in Bezug auf P gleich 
null. Die Bedingung , dass die Grössen PA, PB .... alle einander 
gleichartig aem müssen, ohne null zu werden, können wir auch so 
ausdrücken, dass für alle dieseProdukte das nächstnmfiusende System 



§167 Harmonische Oleiehungen u. Koefficienten. 2&3 

and das gem^nseliaftHclie System der Faktoren dieselben sein müssen. 
Wenn das nächstumfiissende System in allen dasselbe sein soll, so 
heisst das, es muss dasselbe znsammenfollen mit demjenigen Systeme, 
was die sämmtlichen Grössen P , A /B , . . . . zunächst umfasst , d. h. 
mit dem Hauptsysteme der Gleichung. Wenn das gemeinschaftliche 
System in einem jener Produkte, also auch in allen von nullter Stufe 
ist, so sind die Produkte äussere, und dann, aber auch nur dann sind 

ceA 

die Werthe der Quotienten :— u. s. w. bestimmte Grössen (§ 141). 

In diesem Falle nennen wir die harmonische Gleichung eine har- 
monische von reiner Form. Aber obgleich in dem andern Falle die 

dA 
Quotienten :^-t^ nur partiell bestimmte Werthe darstellen , so behält 

die harmonische Gleichung dennoch auch dann ihre bestimmte Be- 
deutung , welche wir nun aufsuchen wollen. Da PA , PB , . . . . 
einander gleichartig sind, ohne null zu werden, so müssen sich solche 
Masswerthe von A, B . . . . annehmen lassen, dass 

PA = PB = .... 
ist ; dann wird die Gleichung in der Form 

«A+/yB+.... ^ 

PA 

erseheinen , woraus man durch Multiplikation mit PA die absolute 
Gleichung 

aA + /?B + = 

erhält. Multiplicirt man diese Gleichuing mit P, so erhält man 

(a-^^-j-....)AP = 0, d. h, 

« -^ /?-|- , . . . SB» 

oder 

„in einer harmonischen Gleichung ist die Summe der bar* 
monischen Koeffieienten auf beiden Seiten gleich.^ 

Zugleich erhält man hierdurch ein Mittel, um denWerth c^S, welcher 

der Gleichung 

P 

aA-|-/ffi + =»<^ 

genügt, zu konstruiren, d. h. den harmonischen KoefSciehten und das 

harmonische System dieses Gliedes zu finden ; nämlich cfrstens ist 
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zweitens ist, wenn A , B , . . . . so groas gemacht sind , daas die Pp^ 
di&te mit P einander gleich sind, nnd auch S in solcher Grösse an-- 
genommen wird, nach dem rorigen 

oder 

er A -f~ ßQ -p .... 

<r 

wodurch S selbst, wenn nicht etwa tt null ist *), bestimmt, also anch 
das System von S bestimmt, die Bedeutung der harmonischen Grleichnng 
somit nachgewiesen ist. Wir nennen das System ron S die harmonische 
Mitte zwischen den Systemen A, B , . . . . in Bezug auf die zugehörigen 
Koefficienten a, /?,.... und das Polsystem P, und dies ISystem ver- 
bimden mit dem harmonischen Koefficienten (« -|~ /?-{-... .) nennen wir 

die auf P bezügliche harmonische Summe von aA, ßB , 

§ 168. Im vorigen Paragraphen haben wir gezeigt, dass eine 
harmonische Gleichung auch als absolute besteht, wenn man den 
Systemen solche Masswerihe beilegt, dass ihre Produkte mit dem 
Polsysteme einander gleich werden. Wir können nun auch umge- 
kehrt schliessen und sagen, „eine Gleichung zwischen Vielfachen- 
summen von Grössen, deren Produkte mit einer und derselben Grösse 
P gleichen Werth liefern, sei eine harmonische, wenn man die 
Koefficienten jener Grössen als harmonische Koefficienten der durch 
sie dargestellten Systeme , das System von P aber als Polsystem 
setzt." In der That ist 

aA+/^B-f- — <rS 

die gegebene Gleichimg, und ist 

PA = PB — ....— PS, 
so erhält man, indem man mit PS dividirt, und links statt die Summte 
zu dividiren die Stücke dividirt, indem man dann statt PS die ihm 
gleichen Ausdrücke setzt, die harmonische Gleichung 



*) Ist a nnll , nnd anch a A + /9B + . . • -° , so ist S gänzlich nnbe> 
stimmt, wie dies anch in der Idee der harmonischen Gleichnng lieg^. Ist a 
nnll nnd aA + ßB+ ,, . stellt einen gleitenden Werth dar, so giebt es keinen 
(endlichen) Werth von S, welcher der Gleichnng genügt; da dann anch 
(ceA -)- /SB + . . . .) P gleich nnll ist, so ist klar, dass das System, was jener 
Summe entspricht, anch nicht der Bedingung mit P ein Produkt von gelten- 
dem Werthe zu liefern genügt. 
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aA ßB . _öß 

PA"+'PB+ PS' 

oder 

P 

«A+/® + — «0, 

wo A, B, . . . nur noch blosse Systeme roisteUen. Dnrdi diese Sätze 
ergeben sieb niin leicbt die Umwandlungen, welcher eine harmo- 
nische Gleichuii^, welehe in reiner Form erscheint, Mag ist. Zuerst 
leuchtet unmittelbar ein, dass man einestheils die sämmtlichen harmo- 
nischen Systeme , andemtheils das Polsystem mit einem Systeme L 
änsserlich kombiniren darf, welches von dem Hauptsysteme der nr^ 
sprünglichen Gleichung unabhängig ist, ohne dass die Gleichung auf- 
hört eine harmonische zn sein. Denn wenn 

aA+/yB + .... = 

nnd 

PA = PB...... 

ist , so ist klar , dass^ wenn L von PA unabhängig ist und PA, wie 
wir voraussetzten, ein äusseres Produkt ist, auch 

LPA = LPB = .... 
sei , also auch LP als Polsystem angenommen werden könne , dass 
femer 

aAL + /fflL+..,. = 
mid 

PAL = PBL = .... 
sei, also diese mit L kombinirte Gleichung noch in Beeng auf das- 
selbe Polsystem P dme harmonische sei. Ohne Vergleich wichtiger 
als diese Umwandlungen sind diejenigen, bei welchen man nicht 
aus dem Hauptsysteme der ursprünglichen Gleichung herausgeht. 
Setzt man nämlich P gleich Q . R, sei es nun, das Q . R ein äusseres, 
oder dass es ein auf das Hauptsystem der Gleichung bezügliches 
eingewandtes Produkt darstelle, so wird, da P.A als äusseres 
oder auch als eingewandtes Produkt nuUter Stufe betrachtet wer- 
den kann, das Produkt Q.E.A (nach § 139) ein reines, also 
gleich Q.(R.A) seloi. . Multiplicirt man daher die ursprüngliche 
Gleichung 

aA+/ffl + ... = 0, 
zu welcher die Bedingungsgleichungen 
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oder 

Q.(R.A)«=Q.(R.B) — 

gehören, mit E, so erhält man 

aßA+zÄRB + . . . . «» 0, 
welche vermöge der . Bedingungsgleichungen in Bezug auf Q har- 
monisch ist. Also 

„Stellt man das Polsjstem einer reinen harmonischen Glei- 
chimg als Komhination dar , sei es als äussere , oder als einge- 
wandte auf das Hanptsystem der Gleichung bezügliche: so 
bleibt die Gleichimg eine rein harmonische, wenn man das 
eine Glied jener Kombination mit den harmonischen Systemen 
kombinirt , das andere als Polsystem setzt , alles übrige aber 
unverändert lässt. " 
Um die Allgemeinheit dieses Satzes und den Eeichthum der Bezie- 
hungen zu übersehen, welchen er in sich fasst, haben wir auch 
diejenigen harmonischen Gleichungen in Betracht zu ziehen , welche 
nicht in reiner Form ersdieinen. 
§ 169. Ist die Gleichung 

aA+/?B + .,..«=0 
mit den Bedingungsgleichungen 

PA = PB = .... 
gegeben , und sind die Produkte PA u. s. w. eingewandte : so lässt 
sich die harmonische Gleichung , welche daraus hervorgeht , in rei- 
ner Form darstellen. In der That , wenn E das System darstellt, 
welches den Faktoren eines jeden dieser Produkte gemeinschaftlich 
ist , so wird P sich als äusseres Produkt in der Form QE darstellen 
lassen, und man hat 

PA»>QE.A — QA.E; 
also gehen die Bedingungsgleichungen über in 

QA.E=QB.E»>... 
oder, da E dem QA etc. untergeordnet ist, in 

QA — QB = ..., 
wo QA u. s, w. äussere Produkte sind ; und die Gleichung ist also 
auch harmonisch in Bezug auf Q, d. h. 

Q 

aA4-/»B-}-....— 0, 
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und sie ist nun in reiner Form dargestellt. Also „eine unreine 
harmonisehe Gleichung bietet stets ein System (E) dar, welches 
den sämmtlichen harmonischen Systemen und dem Polsysteme der- 
selben (P) gemeinschaftlich ist, und man kann die Gleichung in 
reiner Form darstellen , indem man als Polsystem irgend ein System 
(Q) setzt , dessen äussere Kombination mit jenem gemeinschaftlichen 
Systeme (E) das ursprüngliche Polsystem (P) liefert," 

Da man nun aus den zuletzt gefundenen Bedingungsgleichnngen 

QA = QB = ,.. 
für den Fall , dass A, B, . . . das gemeinschaftliche System E haben, 
und El dem E untergeordnet ist, die neuen bedingungsglei- 
chnngen 

QA.Ei = QB.Ei — ... 
oder , da E^ auch dem A , B , . . . untergeordnet ist, die Bedingungs- 
gleichungen 

QEt.A = QEi.B = .,. 
ableiten kann , so folgt , dass dieselbe Gleichung auch noch harmo- 
nisch ist in Bezug auf QE|. Daraus folgt, dass man in einer reinen 
harmonischen Gleichung das Polsystem mit einem Systeme , welches 
allen harmonischen Systemen untergeordnet ist, kombiniren, und 
diese Kombination als Polsystem setzen kann, oder allgemeiner 

„Wenn die harmonischen Systeme einer Gleichung ein System 
von geltender Stufe gemeinschaftlich haben , so kann man das 
Polsystem beliebig ändern, wenn nur dasjenige System, welches 
jenes gemeinschaftliche System und dieses Polsystem zunächst 
umfasst, dasselbe bleibt." 
Nehmen wir femer an, dass in einer reinen harmonischen Gleichung 
das Polsystem demjenigen Systeme B , was die sämmtlichen harmo- 
nischen Systeme zunächst umfasst , nicht untergeordnet sei , sondern 
mit ihm nur ein System E gemeinschaftlich habe , und sich also in 
der Form QE darstellen lasse , wo Q von jenem nächstumfassenden 
Systeme unabhängig ist, so kann man statt der Bedingungsglei- 
chungen ' 

QEA=QEB — ... 
auch , da Q von dem Systeme , welches die Faktoren EA , EB , . . . 
zunächst umfasst, unabhängig ist, nach § 81 mit Weglassung des 

Faktors Q die Gleichungen 

17 
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E A »■» EB ^^ • • • • 
8etzen, d. h. die Gleichung ist aueh harmonisch in Bezog auf S, 
da man nun nach § 138 auch E "wieder mit jed^n von R anab- 
hängigen Systeme änsserlich kombiniren darf, so haben wir den 
Satz: 

,,Man kann in einer reinen harmonischen Gleichung das Pol- 
system beliebig in der Art ändern, dass dasjenige System, 
welches es mit dem alle harmonischen Systeme zunächst um- 
fassenden Systeme gemeinschaftlich hat, dasselbe bleibt.^ 
Dieser Satz entspricht dem yorhergehenden , und lässt sich , wenn 
man will, in die ganz entsprechende Form kleiden. Auch tibersieht 
man leicht , wie man durch Kombination dieser beiden Gesetze ein 
allgemeineres Gesetz ableiten könnte , welches jedoch wegen seiner 
▼erwickelten Form von geringerer Bedeutung ist*). 

§ 170. Vermittelst dieser Sätze nim können wir den Satz 
aus § 168 noch in einer etwas einfacheren und für die Anwendung 
bequemeren Form darstellen. Nämlich wenn wir die dort gewählte 
Bezeichnung wieder aufnehmen , so können wir in der harmonischen 
Gleichung 

Q 

aRÄ.4-j«RB4-.... — 
nach dem ersten Satze des vorigen Paragraphen statt Q auch QR, 
d. h. P setzen, und haben somit den Satz : 

„In einer reinen harmonischen Gleichung kann man ohne 
Aenderung des Polsystems die harmonischen Glieder mit jedem 
dem Polsystem eingeordneten Systeme kombiniren." 
In diesem Satze liegen die sämmtlichen Sätze über die harmonischen 
Mitten (cenires de moyennes Jiarmoniques) , welche Poncelet auf- 
gestellt hat **). In der That hat man z. B. in einer Ebene die har- 



*) Es würde dies Gesetz etwa so ausgedrückt werden können : Wenn 
man ein veränderliches Polsystem mit dem die harmonischen Systeme ra- 
nächst umfassenden Systeme kombinirt, und dabei dasjenige System, welobes 
diese Kombination und das allen harmonischen Systemen gemeinschaftliche 
System ssunächst umfasst , konstant bleibt , so bleibt die harmonische Glei- 
chung als solche in Bezug auf jenes veränderliche Polsystem bestehen. 

**) In seinem Memoire sw les centres de moyennes harmonigueSj welches 
im dritten Bande des Crelle'schen Journals abgedruckt ist. — Eine Er- 
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monische Mitte mehrerer Lmien in Bezug auf gewisse hmnonische 
Koe£ficienten und einen Punkt der Ebene als Pol; und num zieht 
durch diesen Punkt eine gerade Linie , so wird zwischen den Durch- 
schnittspunkten dieser Linie mit den ersteren nach dem zuletzt ange- 
führten Satze in Bezug auf denselben Pol auch dieselbe harmonische 
Gleichung herrschen; oder, anders ausgedrückt, wenn man durch 
einen festen Punkt eine veränderliche Gerade zieht, welche eine Ee&e 
von n festen Geraden derselben Ebene schneidet und man bestimmt 
in Bezug auf jenen Punkt als Pol die harmonische Mitte zwischen 
den mit konstanten harmonischen Koefficienten behafteten Dureh» 
schnittspunkten , so liegt dieselbe in einer fest^i Geraden, und zwar 
ist diese Gerade die harmonische Mitte jener n Geraden in Bezug auf 
denselben Pol und dieselben harmonischen Koefficienten. Hat man 
auf der andern Seite in Bezug auf eine Axe die harmonische Mitte 
zwischen einer Reihe von n Punkten derselben Ebene, und man legt 
durch irgend einen Punkt der Axe und jene n Punkte gerade Linien, 
so findet zwbchen ihnen nach dem angefahrten Satze in Bezug auf 
die Axe dieselbe harmonische Gleichung statt, wie zwischen jenen n 
Punkten. Oder verbindet man einen in einer festen Geraden liegenden 
veränderlichen Punkt mit n festen Punkten derselben Ebene, so geht 
die harmoiiische Mitte dieser Verbindungslinien in Bezug auf jene 
Gerade als Axe und in Bezug auf eine Reihe konstanter Koefficienten, 
welche jenen Punkten zugehören, durch einen festen Punkt, und zwar 
ist dieser Punkt die harmonische Mitte der gegebenen n Punkte in 
Bezug auf dieselbe Axe. — Wollen wir die zweite Ausdmcksform 
in ihrer ganzen Allgemeinheit darstellen, so gelangen wir zu folgen- 
der neuen Form des oben aufgestellten Satzes : 

„Kombinirt man ein veränderliches System R, welches einem 
festen Systeme P als Polsysteme eingeordnet ist , mit n festen 
Systemen A, B, . . . , deren jedes mit dem Polsysteme kombinirt 
das Hauptsystem liefert : so ist die harmonische Mitte jener n 
Kombinationen in Bezug auf n zugehörige feste Koeffidenten 
a, /^, . . .. , deren Summe nicht null ist, und auf j^ies Polsystem 



Weiterung dieser PonceleVschen Theorie habe ich in einer Abhandlang 
»Theorie dmr Centralen* , welche im 24-ten Bande desselben Journals abge- 
druckt ist, versucht. 

17* 
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T einem festen Systeme Q eingeordnet, nnd zwar ist dies feste 
System Q die harmonische Mitte der n festen Systeme A , B , . . • 
in Betni^ auf dieselben Koefficienten er, /?,... und auf dasselbe 
Polsystem P." 
Diese Ausdrueksform ergiebt sieh aus der ersteren (im vorigen Para- 
graphen aufgestellten) mit vollkommener Schärfe, wenn man von 
deim Satze Gebrauch macht , dass wenn das Polsystem , die harmo- 
nischen Systeme, deren jedes mit dem Polsysteme kombinirt das 
Hauptsystem liefert, und die zugehörigen harmonischen Koef&cienten, 
deren Summe aber nicht null sein darf, gegeben sind, die harmo- 
nische Mitte jedesmal bestimmt ist. — Die letzte Bestimmung in 
diesen Sätzen , dass nämlich das feste System Q , dem jene harmo- 
nischen Mitten eingeordnet sind, selbst als harmonische Mitte erscheint, 
fehlt in der Poncelet'schen Darstellung, und es bieten daher die 
hier gefondenen Ausdrucksformen , da die harmonische Mitte nach 
§167 leicht konstruirt werden kann, zugleich neue imd einfache 
geometrische Beziehungen dar. 

§ 171. Ich will diese Darstellung mit einer der schönsten 
Anwendungen schliessen, die sich von der behandelten Wissenschaft 
machen lässt, nämlich mit der Anwendung auf die Krystallgestalten. 
Doch will ich mich hier auf die Mittheilung der Besultate be- 
schränken , indem ich die Ableitung derselben dem Leser tiberlasse. 
Bekanntlich stellen die Krystallgestalten jede ein System von Ebenen 
dar , welche ihrer Lage nach veränderlich , ihren Richtungen nach 
aber konstant sind , d. h. statt jeder Ebene , die an einer Krystall- 
gestalt hervortritt, kann auch die ihr parallele hervortreten , ohne 
dass dadurch die Krystallgestalt als solche geändert wird. Die Ab- 
hängigkeit, in welcher die Richtungen dieser Ebenen unter einander 
stehen , können wir vermittelst der durch unsere Wissenschaft fest- 
gestelken Begriffe so ausdrücken : 

Wenn man vier Flächen eines Krystalles ohne Aenderung ihrer 
Richtungen so legt , dass sie einen Raum einschliessen *) , und 
die Stücke, welche dadurch von dreien derselben abgeschnitten 
werden, zu Richtmassen macht, so lässt sich jede andere Fläche 



*) Hierin liegt schon, dass die Flächen keine parallelen Kanten haben 
dürfen. 
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des Krystalles als Vielfaolieiisuimne dieser Eichtmasse rational 

ausdrücken.^ 
Darin, dass der Ansdrack ein rationaler ist, liegt, dass die Zeiger sieb 
als rationale Brüche, und also, da es nur auf ihrVerhältniss ankommt, 
sich als ganze Zahlen darstellen lassen. Hierbei bemerken wir 
noch, dass im Allgemeinen diejenigen Ebenen am häufigsten am 
Krystalle hervorzutreten pflegen, deren Zeiger sich durch die 
kleinsten ganzen Zahlen ausdrücken lassen, und dass es schon äusserst 
selten ist, wenn die Zeiger einer Krystallfläche sich nur durch ganze 
Zahlen ausdrücken lassen , unter denen grössere als 7 vorkommen. 
Namentlich lässt sich die abschneidende Ebene , da ihre 3 Projek- 
tionen im Sinne des Richtsjstemes die 3 Richtmasse geben, als Summe 
derselben darstellen, d. h. ihre Zeiger sind 1 , 1 , 1. 

Aufgabe. Es sind in Bezug auf 4 Ebenen A, B, C, D, von 
denen die letztere die abschneidende ist, die Zeiger von vier anderen 
Ebenen Qi ? Qs ^ Qs > Q und die Zeiger einer Ebene P gegeben, man 
soll die Zeiger x , y , z von P suchen , wenn Q| , Qs , Q 3 und Q 
als die ursprünglichen Ebenen , und zwar Q als die abschneidende 
betrachtet werden sollen. 

Auflösung. Es ist, wenn x, 7, z sich auf Q^ Q3 Qg be- 
ziehen 

^ P.Qa^Qs ^ Qj.P.Qs ^ Qi>Qa>P 

Diese Auflösung , welche sich durch die Gesetze unserer Ana- 
lyse aufs leichteste ergiebt*) , erscheint in höchst einfacher Gestalt, 



*) Sind nämlich Pi P3 Ps die dorch Q von Qi Qs Qs abg^eschnittenen 
Stücke, so hat man die Zeiger x, y, z zu suchen, welche der Gleichung 

P— ^cPi+yPj + zP, 
(genügen • Ist nun Pi «» uQi , P3 <»= y Q,, P3 «■ wQs, 
also 

1)Q — uQi+vQa-fwQs, 
nnd ist femer 

so ist auch 



«)P-x'Q,+y'Q, + z'Qa, 



P-~P, + ~Pa + ^Pa, 
n ▼ w 



also X i» — , etc. 
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wiÜKMnd bei der gewöhnlicben analytisolien Methode, sowohl die 
Endformel als auch die Mittelglieder in sehr yerwickelten Formen 
erscheinea. Aus dieser Auflösung fliesst sogleicli der Satz : 

„Wenn sicli eine Reihe von Ebenen aus 4 Ebenen, die einen 

Raum einscUiessen, auf die angegebene Weise rational ableiten 

lässt, so lUsst sich auch dieselbe Reihe von Ebenen aus jeden 

Tier andern Ebenen dieser Reihe, welche einen Raum ein- 

schliessen, gleichfalls rational ableiten." 

Jede Kante der Ejystallgestalt erscheint als Produkt der JPlttehen, 

welche sie bHden, und dadurch ergiebt sich die Lösung der Aufgabe : 

,, Wenn die Zeiger zweier Flächen P , P^ in Bezug auf vier Ebenen 

A, B^ C, D, von denen die letzte die abschneidende ist, gegeben sind, 

dann ihre Kante als Yielfachensumme der von den Ebenen A , B , C 

gebildeten und durch D begränzten Kanten zu finden.*' Man erh&lt, 

wenn A , B , C die durch D begränzten Flächenräume darstellen, als 

die Zeiger dieser Kante die Ausdrücke 

P.Pt.C A.P.P j Pt.B.P 
A.B.C A.B.C'A.B.C 
welche sich auf die durch die Produkte AB , BC , CA dai^stellten 
Kanten beziehen*). Hieraus fliesst, da man beliebige 4 raumbe- 



Nun ist aus 1) 



und aus 2) 






u Q • Q2 • Qs 
•») Kämlich M Ist 

P.Pi.C 



A.B 



▲ .B.O 
die Projektion von P . Pi auf A . B nach C a. s» w. mod daraus folgt 

nun stellen AB, BC, CA jene 3 Kanten dar, welche zwischen A, B, C Iieg«a 
nnd durch die Ebene D begränat werden, denn es seien o,a,b diese 8 Kanten, 
so werden die Flftchenrftume bc, ca, ab den 3 Flftchenräamen A, B« O pre* 

« 

portional sein (da diese die Hälften von jenen sind), nnd also AB, BC, CA 
den Produkten bc.ca, ca. ab, ab.bo, d. h. den Produkten abc.c, abc.a, 
abc . b oder den Grössen c, a, b proportional sein, and diese Grössan können 
also statt jener Produkte gesetzt werden. 
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grUosende KrystallflXeben ab FandameBtalflüehwi ssnehmeii kann» 
derSaU: 

„Wenn miw 3 Kaiiteii eines Ejystalles , welche niobt in der* 
selben Ebene liegen, ebne Aenderung ibrer Bicbtnng an einen 
gemeinachaftlicben Anfangspunkt legt, und als ihre Endpunkte 
ibre Durcbscbnitte mit irgend einer Krystallfläcbe setat, so Iftsst 
sieb jede andere Kante des Krystalles als Vielfacbensumme 
dieser Strecken rationid ausdrücken.^ 
Da die bindurcbgelegte Ebene D mit den drei Kanten a, b, c gleiche 
Produkte liefert , so wird man aucb jede Grösse p , welche als Viel- 
facbensumme von a, b, c dargestellt ist, als harmonische Vielfacben- 
summe von a , b , c in Bezug auf D darstellen können. Somit hat 
man den Satz : 

„Nimmt man 3 Kanten einer Krystallgestalt und eine Fläche 
derselben (ohne dass die Kombination der 3 Kanten, oder der 
Fläche mit einer derselben null giebt), so lässt sich jede andere 
Kante des Krystalles als harmonische Vielfachensumme jener 
Kanten in Bezug auf jene Ebene rational ausdrücken." 
Dies Gesetz ist dadurch interessant, dass es die Beziehung der 
Bicbtungen (ohne Kücksicht auf hypothetische Masswerthe) rein aus- 
drückt. Eben so ergiebt sich leicht, da die Flächen ab , bc , ca mit 
der Kante a-f-b-f-e gleiches Produkt liefern, der Satz : 

„Nimmt man drei Flächen einer Krystallg^talt und eine Kante 
derselben (ohne dass die Kombination der 3 Flächen oder der 
Kante mit einer derselben null giebt), so lässt sich jede andere 
Fläche des Krystalles als harmonische Vielfachensumme jener 
Flächen in Bezug auf jene Kante rational darstellen.^ 
Da die sämmtlichen Ausdehnungsgrössen im Baume als Elementar- 
gri^en , die der unendlich entfernten Ebene angehören , au%e£Mst 
werden können, so werden die Abschattungen auf irgend eine Grund- 
ebene nach irgend einem Leitpunkle, ein dem ersteren affines äj^tkem 
darstellen I und also zwischen ihnen genau dieselben Gleichungen 
stattfinden, wie sswiseh^i den abgeschatteten Grössen, und umgekehrt 
Jede Gleichung, welche zwischen den Abschattangen stattfindet, wird 
«■eh smiBcbßaäißh abgeschatteten Grössen stattfinden; und der Verein 
dieser Absdiattungen wird daher alle in der Krystallgestalt herrschen- 
den Beadefanngen voUkommea trea darstellen; die KrystaUfläoben 
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werden durch LiniengrösseB, die KrystaUkanten durch Punktgröflsen, 
oder sofern beide bloss ihren Bichtongen nach gegeben waren, durch 
Linien und Punkte dargestellt sein. Diese Darstellung in der Ebene, 
da sie alles, was bei den Krystallgestalten als wesentliches vorkommt, 
rein und treu abbildet, ohne das zuföUige mit aufzunehmen, eignet 
sich besonders schön, um die Krystallgestalten in der Ebene zu ent- 
werfen. 

Diese Andeutungen mögen genügen, um die Fruchtbarkeit der 
neuen Analyse auch nach dieser Seite hin nachzuweisen. 



§ 172. Anmerkung Aber offne Produkte. 

Ich habe mich in der obigen Darstellimg hauptsächlich auf 
solche Produkte beschränkt, in denen sich die Faktoren ohne Werth- 
änderung des ganzen Produktes beliebig zu besonderen Produkten 
zusammenfassen lassen (§ 143); und es schien mir diese Beschränkung 
nothwendig, damit der schon überdies so mannigfaltige Sto£F zusammen- 
gehalten w^e , und der Leser nicht durch die immer wieder neu 
hervortretenden Begriffe ermüde. Üeberdies erfordern die Produkte, 
für welche jene Bedingung nicht mehr gilt, eine ganz di£ferente Be- 
handlung , neue und verwickeltere Grössen treten in ihnen hervor, 
und wenn gleich dieselben eine reiche Anwendung namentlich auf 
die Mechanik und Optik gestatten , so kann doch diese Anwendbar- 
keit hier nicht ganz zur Anschauung gebracht werden , indem dazu 
erst die in dem folgenden Theile zu entwickelnden Gesetze erforder- 
lich sein würden. Doch will ich die Art ihrer Behandlung hier 
wenigstens an einem Beispiele erläutern , und zugleich auf die inter- 
essanten Grössenbeziehungen hindeuten, welche sich dadurch auf- 
schliessen. Es war bisher nur das gemischte Produkt (§ 139), 
welches jenem Zusammenfassungsgesetze nicht unterlag, obgleich die 
allgemeine multiplikative Beziehung zur Addition, vermöge welcher 
man statt eines zerstückten Faktors die einzelnen Stücke setzen, und 
die so entstehenden einzelnen Produkte addiren kann , für dasselbe 
ihre Geltung behielt. Aber auch diese Beeidung erscheint bi«r 
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noch ak eine einBeitige, insofemzwar gemischte Produkte, in welchen 
län Faktor verschieden ist, während die übrigen gleichartig sind, 
danach zu Einem Produkte vereinigt werden können, aber nicht 
solche, in welchen mehr als Ein Faktor verschiedenartig ist, es müsste 
denn sein, dass diese verschiedenartigen Faktoren schon zu einem 
Produkte znsammengefasst seien. In der Aufhebung dieser Einseitig- 
keit nun liegt das Princip der Behandlung jener Produkte. Es sei 
AjP • B] -f- AgP . B3 eine solche Summe zweier gemischten Produkte, 
in welchen P der gemeinschaftliche Faktor ist, und die beiden letzten 
Faktoren nicht zu Einem Produkt vereinigt werden dürfen ; so kann 
man statt dessen auch nicht 4^ (AiB| -f- A3B9) . P setzen ; sondern 
wenn wir einen solchen Ausdruck, wie es die Analogie der Multipli- 
kation fordert , einführen wollen , so müssen wir die Stelle des Pro- 
duktes, in welche P einrücken soll, bezeichnen. Es sei diese Stelle 
durch eine leer gelassene Ellammer bezeichnet, so dass 

[A().B]P = AP.B 
und 

[AiO.Bi 4.A3().B8+....]P — AiP.Bi + AjP.B2+.... 
sei , und es werde ein solches Produkt mit leer gelassener Stelle ein 
offiies genannt. Treten mehrere Faktoren hinzu, von denen nur 
Einer in die Lücke eintreten soll , so kann dieser durch dieselbe 
Klammer ausgezeichnet werden, durch welche die Lücke bezeichnet 
ist. Sind zwei oder mehr Lücken in dem Produkte , so müssen die 
Klammerbezeichnungen verschieden sein, wenn verschiedene Faktoren 
in dieselben eintreten sollen. Wir betrachten hier indessen nur die 
Produkte mit Einer Lücke , deren Summe formell dadurch bestimmt 
ist, dass die multiplikative Beziehung bestehen bleibt. Wir werden 
daher zwei Summen von ofinen Produkten , da sie nur durch ihre 
Multiplikation mit andern Grössen ihrem Begriffe nach bestimmt sind, 
dann und nur dann als gleich zu setzen haben , wemi sie mit jeder 
beliebigen, aber beide mit derselben Grösse multiplicirt , gleiches 
Produkt liefern.*) Es kommt also darauf an, die konstanten Be- 
ziehungen zwischen den in jenem Summenausdrucke vorkommenden 
Ghrössen, die wir als veränderlich setzen können^ auszumitteln, wenn 
eben der Summenwerth konstant bleiben soll. Je einfacher und an- 



*) Wenn auch nnr mit jeder Grösse von gegebener Stuf e,wobei dann 
jener Summenwerth sngleich von der Stnfenzahl abhängig bleibt. 
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schaiiUcher diese koastaaten Besiebnngeii aufgefMSt sein werdoit 
deato einfadobef und anschaulicher wird der Begriff jmier Summe smb, 
welcher eben als die Gesammtheit jener konstanten Besiehungea 
selbet aofgefasst werden kann. Es lassen sidi sehr leicht dieae 
konstanten Beaiehungen als Zahlenbeziehungen in Bezug auf irgend 
ein zu Grunde gelegtes Biehtsystem darstellen. Nttmlich man hat 
dann nur die sämmtlichen Grössen in jenem Summenausdruok S , so 
wie auch die Grösse P, mit welcher multiplicirt werden soll, als Viel- 
fachensummen der Richtmasse von gleicher Stufe darzustellen, dann 
das Produkt SP gleichfalls als Vielfachensumme von Bichtmassen 
flu gestalten, so wird in diesem Produkte der Koef&cient eines jeden 
Bichtmasses (nach § 89) konstant sein , wie sich auch die GrösaMi 
in S ändern mögen , wenn eben jenes Produkt oder jene Vielfachen- 
summe, auf welche dasselbe zurückgeführt ist, konstant bleiben soll. 
Ein jeder solcher Koefficient kann wiederum als Vielfachensomme 
von den Zeigern der Grösse P dargestellt werden ; und da für jeden 
bestimmten Werth dieser Zeiger jene Vielfachensumme konstant 
bleiben soll, so muss auch in ihr der Koefficient eines jeden Zeigers 
von P konstant sein. Es ist nun sogleich einleuchtend , dass hier- 
durch die konstanten Beziehungen zwischen den Grössen in S voU- 
sttlndig dargestellt sind, indem aus ihnen die Beständigkeit des 
Summenausdruckes mit Nothwendigkeit hervorgeht. Wir erläutern 
dies an einem Beispiele. Es sei die Summe 

S — eiO.ei +e,().ea4-.... — :g[e().e] 
gn behandeln, in welchen e, e^, e^ . . . . Strecken Im Baume vorstellen 
und wo bei der letzteren Bezeichnung das Summenzeichen sich auf 
die verschiedenen Anzeiger 1, 2 . . . bezieht. Es ist klar, dasa w^m 
die Strecken e nicht etwa Einer Ebene angehören, die Grösse P, 
welche mit jener Summe multiplicirt werden soll, von zweiter Stufe, 
d« h. ein Hächenraum sein muss, sobald die Produkte der euizefaien 
GHeder summirbar bleiben sollen , ohne null zu werden. Es seien 
mm a, b, c die Biohtmasae erster Stufe des zu Grunde gelegten Bieht- 
systmns, bc, ca, ab also die Biohtmasse zweitem Siofio, tmd «»«aa^" 

P w^ xbc 4^ yea -f- «»b, 
so hat man 

PS — J(eP.e)««J(eP.(a»4-iflb + |'o)). 
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müBsen die zu den Bicbtinaflseii a, b, c gehörigen Zeiger des 
gmnxen Ansdraeks konstant sein; d. h. es mtbBsen 

-2(eP.a), -S(eP./9), :g(eP.y) 
konstant sein für jeden Werth von z, j, z, wobei 

eP «rr abc (ax -[- /^y + y») 
ist. Daraus ergeben sieb folgende 6 konstante Grössen: 

S{a% 2{ß^l S(y^) 
2{ßy\ S{ya\ Saß). 
Bezeiehnen wir diese 6 Grössen bezieblicb mit 

A, B, C 
A', B-, C: 
so ist 

PS = abc(Ax-f-C>4-B'z)aj 

+abc(Crx4-By+A2)b( 2 

+ abc (B X + A'y + Cz)c. ) 
Es bat demnach jene Snmme S dann und nur dann einen kon- 
stanten Werth, wenn in Bezug auf irgend ein festes Bichtsystem diese 
6 Zablengrössen konstant sind. @o haben wir nun zwar die kon- 
stanten Beziehungen, welche zwischen den in jener Summe vorkommen- 
dem Grössen herrschen mtlssen, wenn die Summe konstant bleiben 
soU , bestimmt ; allein der einfache Begriff jener Somme ist dadurch 
noch nicht gefunden , weil in diese Bestimmungen ein ganz fremd- 
artiges, mit dem Begriffe jener Summe in keinerlei Beziehung stehen- 
des El^nent, nämlich das zu Grunde gelegte Bichtsystem eingeftlhrt 
ist. Es dienen daher jene 6 Grössen nur zur XTebertragong auf ge- 
gebene Bichtsysteme, während der einfache Begriff der Summe noch 
zu realisiren ist. Wir können , um uns der Lösung dieser Aufgabe 
zu nähern , zuerst versuchen, jene Summe auf eine möglidist geringe 
Anzahl von Gliedern zwräckzuüihren. Da jede Strecke 3 Zeiger dar- 
bietet, so scheint für den ersten Anblick jene Summe auf zweiGliedar 
reducirbar, in sofern zur Besdmmnng der 6 Zeiger jener Strecken 6 
GlaidliiiBgea erseheinai; aliem es erhellt leicht, dass, wenn nidiit 
etwa sämmtliche Grössen in S derselben Ebene angehöre, jene 6 
Zeiger nicht so gewählt werden k<kmen , dass dij^sen 6 Gleichungen 
genügt wird. Denn da das Bichtsystem willkührlich ist, so kann es 
auch so genommen werden , dass jene zwei Streben mit zweien der 
Sichtmasse etwa mit a und b zusammenfallen ; dsAn ist klar, wie 
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SP — aP.Ä+bP.b 
stets eine Strecke der Ebene ab darstellt ; es rnüsste also das Glied 
von SP, was der dritten Axe c angehört, stets null sein, d. h. B', A', 
C mUssten null sein. C aber, was die Summe der Quadrate von f 
vorstellt, kann niebt null werden , als wenn sämmtlicbe Werthe von 
y null sind, d. h. sämmtliche Werthe e der Ebene ab angehören. Es 
Iftsst sich daher die Summe S auf keine geringere Anzahl reeller 
Glieder zurückftlhren als auf drei. Da aber drei Strecken nenn 
Zeiger darbieten, so werden dieselben durch jene 6 Gleichungen nicht 
bestimmt sein, sondern noch für drei Zahlenbestimmungen Raum 
lassen. — Um nun eine gegebene Summe S von der Form J?[eOe]> 
in welcher die verschiedenen Grössen e nicht derselben Ebene an- 
gehören sollen, d. h. A , B , C , stets geltende (positive) Werthe dar- 
stellen, auf 3 Glieder zu reduciren, gehen wir auf die Gleichungen 2 
zurück. Setzen wir hier 

p=aab; d. h. x = y=sO, z = l, 
so ist 

PS=(ab) S = abc (B'a+A'b + Cc). 
Da hier C nidit null werden kann , so ist (ab) S nie der Ebene ab 
parallel. Also können wir, da die Annahme des Eichtsystemes will- 
kiihrlich ist , wenn nur die drei Richtaxen von einander unabhängig 
sind, die dritte Richtaxe c parallel (ab) S annehmen. Dann wird 

A'««B' — 
und (ab) S gleich abc . Cc. Da auch der Masswerth c willkührlich 
ist und C positiv ist , so kann man c so annehmen , dass O gleich 1 
ist*) ; dann ist 

(ab) Sassabcc 
Nimmt man nun femer 

80 ist 

(ca) S — abc(Cra+Bb)**), 
was noihwendig in der Ebene ab liegen muss, aber da B nicht null 



c 
*) Man hat sn dem Ende nur statt e eu setzen -r^, dann verwandelt sich 

y« in -^ und JJ(y«) in ^^, d. h. in 1. 
**) Da A gleieh null ist. 
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werd^i kann, von a unabhängig ist. Da nun b innerhalb der Ebene 
ab willktthxlich angenommen werden kann, wenn es nur von a unab- 
hängig bleibt, so kann man b selbst diesem Ausdrucke (ca.) S parallel 
setzen. Man hat dann noch 

er — 0, also A— B'=C'=0, 
und ca . S wird gleich abcB . b, oder wenn man wieder denMasswerth 
von b so annimmt, dass £ gleich eins sein wird, 

(ca).Sssabc.b. 
Endlich wird (bc) . S gMch abc A.a, oder bei einer solchen Annahme 
von a, dass A gleich eins wird, 

(bc) . S Bi abc , a. 
Die Bedingungsgleichungen, die wir auf solche Weise realisirt haben, 
sind also 

A'— B'— C'=« 
A = B«3C = 1; 
woraus folgt 

S = a()a+bOb + c()c 4 

Es ist also auf die angegebene Weise jene Summe in der That 
auf drei reale Glieder zurückgeführt ; und für die Grössen c , b , a 
haben wir die Gleichungen 

(ab) . S a» abc . c \ 

(ca).S = abc.b \ 5 

(bc) . S SB abc . a. ) 
Zu diesen Gleichungen 5 würde man direkt gelangen, wenn man 
einmal voraussetzt, dass sich jene Summe auf 3 Glieder zurückführen 
lässt. Denn sind a, b, c die diesen Gliedern zugehörigen Strecken, 
490 hat man aus 4 sogleich durch Multiplikation mit ab , ca , bc die 
Gleichungen 5. Betrachtet man eine dieser Gleichungen z. B» die 
erste, so ist sie von dem Masswerthe des Faktors (ab), mit welchem S 
multiplicirt ist, unabhängig; setzt man daher ii^end eine mit ab 
parallele Grösse gleich Q, so hat man 

QS«»Qc.c = (c()c)Q, 6 

und da Q ursprünglich willkührlich angenommen werden konnte , so 
wird jede Grösse c, welche dieser Gleichung fUr irgend ein Q genügt, 
ab eine der drei Strecken betrachtet werden können, auf welche sich 
S zurückführen lässt; dann ist Q selbst die Ebene der beiden andern, 
und in ihr kann dann noch die eine der beiden andern Strecken von 
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wiUkflhrlicheir Bkiitimg mgenonunen werden, wodurch dana alles 
bestimmt ist. Jene willktlhrliche Annabme der Bichtnng det Ebene 
Q und der Bichtimg der einen Strecke in ihr vertritt die Steile der 
3 willkührlich anzunehmenden Zahlenbestimmvageni von denen oben 
die Rede war. Um nun den Begriff zn rollenden , haben wir die 
Beziehung zwischen je drei solchen Strecken auizustellen ; dies wird 
geschehen, indem wir die Gleichung der Oberfläche, deren Punkttrftger 
jene Strecken sind, wenn sie an denselben Anfangspunkt gelegt sind, 
aufstellen, und zwar in Bezug auf je 3 beliebige Strecken, auf die S 
zurückgeführt werden kann. Man hat, wenn p dieser Träger ist, und 
in die Gleichung 6 p statt c gesetzt wird, 

7 QS — Qp.p. 

Ist nun 

p r» xa -f- yb -f- ac 
S--aOa4-hOb + cOc 
Q = x'bc -f- y'ca -f- z'ab, 
so ist 

QS «=s abc . (x'a -j- jh -f- z'c). 
Aus (7) folgt also, dass x'a-|-y'b-f-zc parallel p ist, d. h. dase 
x' : y' : z' =3 X : y : z ist. Da nun in der Gleichung (7) statt Q jede 
mit Q parallele Grösse gesetzt werden kann, so können wir nun 

Q =3 xbc -j- yca -f- zab 
setzen, dann erhalten wir aus (7) 

abc «= Qp «a (x* 4" 7* 4" **) *'^» 
d.h. 

(8) x84.y«-f-z8=«l 

Dies ist aber die Gleichung eines Ellipsoides , in welchem die 

Qrundmasse a, b, c konjugirte Halbmesser sind.*) Nennen wir einen 

Ausdruck wie a Q & ohi offnes Quadrat von a , so können wir die ge^ 

wonnenen Resultate in folgendem Satze darstellen : 



*) Wenn man unter x', y% z die Koordinaten selbst versteht, welche ro 
den Zeigern x, y, z gehören, so hat man x'aaxa n. s. w., oderx»» — u.s. w. 
und die Gleichung (8) wird dann 

was die gewöhnliche Form der Gleichung eines Ellipsoides ist. 
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Eine Summe von offnen Quadraten im Baume ist 

gleieli der Summe aus den offnen Quadraten von je 

drei beliebigen konjugirten Halbmessern, irelclie 

einem konstanten Ellipsoid angehören. 

Da dies Ellipsoid denmaoh der vollkommen treue Ausdruck jeuer 

Summe ist , so können wir aucb sagen , diese Summe sei eine solche 

Ghfösse, die ein Ellipsoid darstellt, und selbst als Ellipsoid gedacht 

werden könne. Auf diese Weise nun ist der Begriff jener Summe, 

welcher Anfangs bloss formell anftrat, auf seine reale Bedeutung 

Buriickgefllhrt. Wir stellen uns die Aufgabe, die Gleichmig des 

Ellipsoids, welche zu einem gegebenen Sommenausdrack 

S-5(e()e) 
geh<$rt, zu finden. Wir haben zu dem Ende in der Gleichung (7) 

8Q — pQ.p 
nur entweder p oder Q zu eliminiren, indem p der Träger eines 
Punktes der Oberflftche ist , Q aber , da es die Ebene der zu p ge* 
hörigen konjugirten Halbmesser darstellt , der Tangentialebene pa- 
rallel ist ; nm im ersteren Falle (wenn p eliminirt ist) das Ellipsoid 
als Umhttllte darzustellen , können wir uns der in § 144 erwähnten 
Methode bedienen, wonach der Masswerth von Q so angenommen 
wurde, dass, wenn Q in die Lage der Tangentialebene versetzt wird, 
seine Abweichung vom Ursprung der Träger eine konstante Grösse 
ist, die wir der Einheit gleich setzen können. Es ist aber jene Ab- 
weichung gleich p . Q also pQ gleich der Einheit. Multiplicirt man 
daher obige Gleichung mit Q, so hat man 

8.Q.Q — pQ.pQ=l, 
was die geometrische Gleichung jenes Ellipsoids als umhüllter Fläche 
ist. Es ist aber 

S.Q.Q — 5(eQ.e).Q — -J(eQ)», 
und die Gleichung des Ellipsoids ist also 

^(eQ)2=l 9 

Will man diese Gleichimg auf ein gegebenes Bichtsystem a, b, c zu- 
rückführen, so nehme man 

Q SS xbc -f- yca -f- zab 
an und 

esaa4~y^4~/^> 
also 



S72 § 172 

eQ — (ax 4-/^7 +y»), 
wenn abc (das Hauptmass) der Einheit gleich gesetst ist, und man 
hat also 

oder mit Beibehaltung der obigen Bezeichnung 

Ax« + By« + Cz« + 2 A'yz + 2B'zx + 2Cxy — 1. 
Wir haben bisher nur' die Summe von offenen Quadraten be- 
trachtet. Nehmen wir auch die Differenzen in die Betrachtung auf, 
80 können die Ellipsoide auch übergehen in Hyperboloide , und wir 
gelangen dann zu dem allgemeinen Begriffe einer Grrösse, die im 
Räume durch eine Oberfläche, in der Ebene durch eine Kurve zweiter 
Ordnung dargestellt wird, und die wir, da sie ursprünglich als 
Ellipsoid oder Ellipse erscheint, eine elliptische Grösse nennen 
könnten. Doch scheint es kaumnöthig, dies noch weiter auszuführen, 
indem der Gang der weitem Entwickelung keine Schwierigkeiten 
mehr darbietet. Auch übersieht man leicht, wie die ganze Ent- 
wickelung so hätte geführt werden können, dass gar nicht auf will- 
kührliche Koordinatensysteme zurückgegangen wäre , und ich habe 
den eingeschlagenen Weg nur darum gewählt, um zugleich die Be- 
handlungsweise für die offenen Produkte überhaupt hindurch- 
blicken zu lassen/ 
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lieber das YerhSItiiiss der niehtenklldiselieii Oeometrie 

zur Ausdelmiiiigslelire. 

(Vgl. § 16—23.) 

Es ist die ganze Darstellung in § 15 — 23 zum Schaden der Wissen- 
schaft bisher fast ganz unbeachtet geblieben. Weder Biemann in 
seiner Habilitationsschrift vom Jahre 1854, die zuerst 1867 ver- 
öffentlicht wurde, noch Helmholtz in seiner Abhandlung ,,Ueber 
die Thatsachen, welche der Geometrie zu Grunde liegen. 1868" 
noch auch in seinem vortrefflichen Vortrage „ITeber den Ursprung 
und die Bedeutung der geometrischen Axiome. 1876" thut der- 
selben Erwähnung, obgleich darin die Grundlagen ^er Geometrie in 
viel einfacherer Weise zur Anschauung kommen als in jenen späteren 
Schriften. 

In der Ausdehnungslehre erscheint ganz speciell und im Gegen- 
satz gegen Euclid die gerade Linie als Grundlage der geometrischen 
Definitionen. Die Ebene wird in § 16 definirt als Gesammtheit der 
Parallelen, welche eine gerade Linie schneiden, und der Baum als 
Gesanmitheit der Parallelen, welche eine Ebene schneiden, und 
weiter kann die Geometrie nicht fortschreiten, während die abstrakte 
Wissenschaft keine Grenzen kennt. Da alle Punkte einer geraden 
Linie sich aus zwei Punkten derselben numerisch ableiten lassen, so 
erscheint die gerade Linie als einfaches Elementargebiet zweiter 
Stufe imd entsprechend die Ebene als einfaches Elementargebiet 
dritter, der Baum als ein solches vierter Stufe*). Es sind also z. B. 



*) Um Verwechselangen vonsnbeugen, bemerke ich, dass die 
Strecken einer Ebene ein einfaches Aus de hnungs gebiet zweiter Stafe, 
die des Baumes ein einfaches Aus de hnungs gebiet dritter Stufe nnd 

18 
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die Punkte einer Ebene aus drei nicht in gerader Linie Hegenden 
Punkten numerisch ableitbar, etwa durch die Zahlen X|, x^ , xj. 
Wird nun zwischen diesen drei Zahlen eine homogene Gleichung fortge* 
setzt, so reducirt sich die Gesammtheit der Punkte, welche der Gleichung* 
genügen, auf ein Gebiet zweiter Stufe. Ist diese homogene Gleichung^ 
vom ersten Grade, so wird das so bestimmte Gebiet zweiter Stufe 
ein einfaches, d. h. eine gerade liinie ; ist aber jene Gleichung von 
höherem Grade , so entstehen krumme Linien , ftlr welche nur ein 
Theil der für die gerade Linie gültigen longimetrischen Gesetze 
gelten wird. Geht man zum iRaum über, .so ist jeder Punkt des- 
selben aus vier Punkten , welche ein Tetraeder bilden, durch vier 
Zahlen x^ . . . X4 numerisch ableitbar. Herrschen zwischen diesen 
vier GbrQssen zwei von einander unabhängige homogene Gleichungen, 
von denen keipe vom ersten Grade ist, so erhalten wir Linien doppelter 
Krümmung , für welche wieder nur ein Theil jener longimetrischen 
Gesetze gilt. Schreiten wir nun vom Räume als einem Gebiet vierter 
Stufe zu einem Gebiet fünfter Stufe vor (welches nicht mehr geo- 
metrisch existirt), so hat man für dasselbe fünf Ableitungszahlen 
X| ... . X5 , und besteht zwischen diesen eine homogene Gleichung 
ersten Grades, so kommt man auf das einfache Elementargebiet vierter 
Stufe, d. h. auf den Euklidischen Eaum zurück. . Herrscht dagegen 
zwischen ihnen eine homogene Gleichung höheren Grades, so kommt 
man zwar auch zu Elementargebieten vierter Stufe, indessen zu solchen, 
für welche die Euklidischen Axiome nicht mehr gelten, also gewisser- 
massen zu nichteuklidischen Bäumen ^)j ja man kann zu einem. 
Elementargebiete 6. Stufe übergehen und zwischen den sechs Ab- 
leitungszahlen zwei höhere homogene Gleichungen annehmen und 
erhält so abermals neue Elementargebiete vierter Stufe^ und kann 



überhaupt di« Strecken' eines einfachen Eiemeatargebietes (n4-l)-ter 
Stufe ein einfaches Ansdehnungs gebiet n-ter Stufe bilden. 

*) So z. B. entsteht der Helmholts'scbe sphärische Raum, wenn man 
zwischen den genannten fünf Ableitungszahlen eine gewisse bomogene 
Gleichung zweiten Grades annimmt (oder allgemeiner ein gekrümmter Raum 
bei Annabme einer Gleicbnng beliebigen Grades). 

**) Man könnte einen solcben Baum im GegensatE zu dem eben ge- 
nannten (einfach) gekrümmten Raum etwa einen doppelt gekrümmten Raum 
nennen. 
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flomit eine imendliche Menge nichteuklicBflcher Ränme bilden, ans 
deren Gleiehnngen sofort hervorlenchtet, in wieweit die Euklidischen 
Axiome noch gelten; So bietet also die Ansdefannngslehre die voll- 
kommen ausrechende lud ganz allgemeine Grundlage auch für diese 
und Ähnliche Betrachtungen« 



Anhang IL (1877.) 

Ueber das eingewandte PMdnkt. 

(Vgl. das dritte Kapitel des zweiten Abschnitts.) 

Da in dem gansen Kapitel nur der Begriff des auf ein Haupt« 
gebiet bezüglichen Produktes zur Evidenz entwickelt ist , und alle 
übrigen formellen Begriffe nach und nach fallen gelassen sind, so 
wäre es zweolerattssig gewesen y die ganze Entwickelung auf jenen 
Begriff zubeschrSnken. Doch hätte sich auch in dieser Beschränkung 
die Darstellung einfacher fassen lassen, was ich hier versuchen wilL 
Ich gehe dabei auf den Satz am Schlüsse von § 126 zurück, wonach, 
wenn a und b die Stufenzahlen zweier Gipsen, u die des sie zunächst 
umfassenden Gebietes und e die des gemeinschaftlichen Gebietes ist,, 
e SB a -|- b — u ist Der Begriff des eingewandten (regressiven), auf 
ein Hauptgebiet bezüglichen Produktes ist dahin festgestellt, das» 
dasselbe dann und nur dann null ist, wenn das die Faktoren zunächst 
umfassende Gebiet von geringerer Stufe ist als das Hauptgebiet. 
Hierauf und auf den allgemeinen Begriff der Multiplikation, d. h»^ 
auf die bekannte Beziehung derselben zur Addition ist der formale 
Begriff des betraditeten Produktes gegründet. Um zu dem realen 
Begriff desselben zu gelangen, kommt es zunächst darauf an, dasjenige, 
was bei einer Formänderung des Produktes, die denWerth desselben 
nicht ändert, konstant bleibt, in möglichst anschaulidier Form darzu- 
stellen. Es sei A«B das eingewandte. Produkt, dessen Werth nicht 

null ist, und seien a und b die Stufenzahlen von A und B, u die de» 

18* 
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Hauptgebietes, so zeige idi zuerst, dass bei jeder Formlinderang des 
Produktes A.B,.irelehe dessen Werth unYerttndert lässt, das den 
beiden Faktaxeat gemeinsehaläiehe G«I»et unverändert bleibt. Un- 
mittelbar leuchtet dies ein^ wenn die beiden Faktoren denselben 
Werth behalten oder sich in umgekehrtem ZahlenrerfaSltnisse ttadem, 
weil dann auch deren Gebiete dieselben bleiben. Aendert nun einer 
der beiden Faktoren z. B. der zweite B seinen Werth in B-f-Bi, 
ohne dass sich der Werth des Produktes ändert, so folgt daraus, dass 
A . Bf B» sein, d. h. das die Faktoren A undBi zunächst umfassende 
Gebiet von niederer als u-ter Stufe, oder, was dasselbe ist, das ihnen 
gemeinschaftliche Gebiet höherer als c-ter Stufe sein muss. Da nun 
die Summe zweier Grössen höherer Stufe nach § 51 sich stets auf 
den Fall zurttckführen Ittsst, wo die beiden Grössen in einem Gebiete 
nächsthöherer Stufe, also in imserm Falle in einem Gebiete (b -j- l)-ter 
Stufe liegen, so brauchen wir auch hier nur diesen Fall zu berück- 
sichtigen. Aber dann haben B und B^ ein Gebiet (b — l)-ter Stufe 
gemeinsam, und man kann also B] in b eioifache Faktoren zerlegen, 
von denen b -*- 1 in B liegen und einer ausserhalb B ; nun soll B| 
mit A aber c--f-l einfache Faktoren gemeinsam haben, was nur 
möglich ist, wenn c von jenen b -*- 1 ein&chen Faktoren zngleiefa in 
A liegen, d. h. dem gemeinsamen Gebiete C angehören, und der eine 
ausserhalb B liegende Faktor von Bf gleichfalls in A liegt. Es liegt 
somit das ganze Gd>iet C in B^, d. h« ist das gemeinsame Gebiet 
von A und B] also auch von A undB-|-B|, das den beiden Faktoren 
graaeinsame (Gebiet bleibt unverändert, wenn das Produkt denselben 
Werth bdbält. Denn für die Aenderung des ersten Faktors gilt die- 
selbe Schlnssreihe. Um nun den metrischen Werth des Produktes 
m, finden, setzen wir Ba^CD, also A.B»»A.CD, dann stellt AD 
das umfassende, hier also das Hauptgebiet dar. Nun können wir 
einen Theil des Hauptgebietes gleich eins setzen (z. B. das äassease 
Produkt der in ihrer Reihenfolge genommenen ursprünglicfaen Ein- 
heiten). Dann stellt A . D eine Zahl dar. Wenn dieselbe ss jl ist, 

m kann man statt C und D die Grössen Ci = XG und D^ = -x- einfuhren, 

ohne den Werth des Prodtdctes CD zu änden; dann wird aber 
A.D^a^l, und A.CD»B A.CiDj. Ich behaupte nun dass C| bei der 
oben besproehenenFovmäiiderang des Produktes ungeändert bleibt. Es 
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kann nach dem obigen B| :^ Ci . E| gesetzt werden, wo E| einen ein- 
facben Faktor mit A gemein hat, d. h. A . E| sx ist ; dann wird alao in 
A.C|(D|-f-E|) das Produkt A.(Di*fEi)«-A.D|-»l, ud es 
bldbt das so bestimmte Cf ungeiindert. Wir können daher Cf als 
den wahren Werth des Produktes betrachten und kOnnen dann tllge^ 
mein, auch wenn A . D nicht gleich eins ist, stets A . CD «■ AD . C setzen, 
wo AD Theil des Hauptgebietes und also eine Zahl ist, und können 
died als die reale Definition des eingewandten Produktes aufiTassen. 
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Sime Ueberdeht Aber das Wesen der Ausdehniuigslehre. 

(In Folge einer Aufforderung Ornnerts in dessen Archiv Bd. TI (1846) 

yeröffenllieht vom Verfasser.) 

I« Tendens der ▲uadflhnuxigalehre als solcher. 

1. Meine Ausdehnungslehre bildet die abstrakte 
Grundlage der Baumlehre (Geometrie), d. h. sie ist die 
von allen räumlichen Anschauungen gelöste, rein 
mathematische Wissenschaft, deren speeielle An- 
wendung auf den Raum die Raumlehre ist. 

Die Raumlehre, da sie auf etwas in der Natur gegebenes, nttm- 
lieh den Raum, zurttckgeht, ist kein Zweig der reinen Mathematik, 
sondern eine Anwendung derselben auf die Natur; aber nicht eine 
blosse Anwendung der Algebra, auch dann nicht, wenn die alge- 
braisohe Grösse, wie in der Funktionenlehre, als stetig reränderlich 
betrachtet wird ; denn es fehlt 9er Algebra der derRamnlehre eigen- 
thflmliche Begriff der 'revsohiedenen Dimensionen. Daher ist ein 
Zweig der Mathematik nothwendig, welcher in den Begriff der sstetig 
Terttnderlieben iGhrösse eugletch den Begriff von Verschiedenheiten 
aufnimmt, welche den Dimensionen des Raumes entsprechen, und 
dieser Zweig ist meine Ausdehnungslehre. 
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2. Doch sind die Sätze der Ausdehnnngslehre 
nicht etwa blosse Vebertragungen geometrischer 
Sätze in die abstrakte Sprache, sondern haben eine 
viel allgemeinere Bedeutung; denn während die Baum- 
lehre gebunden bleibt an die drei Dimensionen des 
Baumes, so bleibt die abstrakte Wissenschaft von 
diesen Schränken frei. 

In der Baumlehre können durch -die Bewegung von Punkten 
Linien, durch die der Linien Flächen, durch die der Flächen Körper- 
räume erzeugt werden , aber weiter kann die Baumlehre nicht fort- 
schreiten. Hingegen stellt man sich vor, dass an die Stelle des 
Punktes und der Bewegung abstrakte, vom Baume unabhängige Be- 
griffe eingeführt werden (s. unten no. 4 — 6), so verschwinden diese 
Schranken. 

3. Dadurch geschieht esnun, dass die Sätze der 
Baumlehre eine Tendenz zur Allgemeinheit haben, 
die in ihr vermöge ihrer Beschränkung auf drei Dirnen 
sionen keine Befriedigung findet, sondern erst in der 
Ausdehnungslehre zur Buhe kommt. 

Zwei Beispiele mögen dies erläutern. 1) Zwei gerade Linien 
derselben Ebene schneiden sich in Einem Punkte, ebenso eine Ebene 
und eine Gerade, zwei Ebenen in Einer geraden Linie» vorausgesetzt, 
dass die Geraden, oder die Ebene und die Gerade, oder die Ebenen 
nicht zusamm^ifallen , und die Durchschmtte im Unendlichen mit- 
gerechnet werden. Werden der Punkt, die G^rade^ die Ebene, der 
Körperralim beziehlich als Gebiete erster, zweiter, dritter, vierter 
Stufe aufgefasst, so liegt darin der allgemeine Satz angedeutet, dass 
ein Gebiet von äter und eins von 5ter Stufe, wenn sie in einem Ge- 
biete von cter Stufe, aber auch in keinem Gebiete von niederer Stufe 
vereinigt sind, ein Gebiet (a -|- & — c)ter Stufe gemeinschaftlich haben ; 
aber die Baumlehre kann diesen Satz nur ftir ö gleich oder kleiner 
als 4 zur Anschauung bringen. 2) Der Flächenraum eines Dreiecks 
ist die Hälfte von dem eines Parallelogramms, dessen Seiten mit zwd 
SeitMi des Dreiecks gleich lang und parallel sind, der Körperraum 
des Tetraeders ^f^ von dem des Spathes (Parallelepipedums), dessen 
Kanten mit 3 in einem Punkte zusammentreffenden Kanten des 
Tetraeders gleich lang und parallel sind. Darin scheint der Satz 
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Angedeutet: derBanbi) weldi^r sTOduea n Pnnklea Uegt^ cBe ia 
einem Gebiete nter Stufe (und in keinem Oebiete von niederer Stufo) 

vereinigt sind, ist - — j-—z: 7 r\ von dem Räume eine? Gebildes 

l * 2 * 3 . . . { A-^ly 



{einexflgur, eines Körpen)» dessen BegrämungaUnien (Seiten, Kanten) 
den von einem der n Punkte zu den übrigen gezogenen geraden 
Linien gleioh und piumUel sind. Ahet auch dieser Satz kommt hier 
nicht inseinerAllgemeinlieit heraus. -—Hingegen un der Ausdehnunga- 
lehre treten in diesen beiden, und in allen andern fallen, die ganz 
allgemeinen Sätze vollkommen herv^r^ So nimmt alse überall die 
JUamlehre exnea Anlauf zur Allgemeinheit, stösst sich aber, ohne 
diese Allgemeinheil eireioben zu können, an den ihr dardk denBanm 
gesteckten Schranken, wekhe nur die abstrakte Wissenschaft der 
Ausdehnungslehre za durohbrechem vennag. 

4. Das der Linie entsprechende Gebilde der Aus- 
lieh nun gslehre ist die Gesammtheit der Elemente, in 
die ein seinen Zustand stetig ttndemdes^ Clement 
übergeht. 

Die Linie kann als Gesammtheit der Punkte betrachtet werden', 
in die ein seinen Ort stetig ändernder Punkt übergeht. Su]|>stituiren 
wir hier dem Punkte allgemeiner irgend ein Ding, welches einer 
stetigen Aenderung irgend eines Zustandes, den es hat, fUhig ist, und 
abstrahiren nun von allem anderweitigen Inhalte des Dinges und 
aller Besonderheit dieses seines Zustandes, und nennen das von allem 
anderweitigen Inhalte abstrahirte Ding das Element , so gelangein 
wir zu dem aufgestellten Begriffe. 

5. Wenn hierbei das Element seinen Zustand 
stets auf gleiche Weise ändert,, so dass, wenn aus 
einem Elemente a des Gebildes durch Eine solche 
Aenderung ein anderes Element b desselben hervor- 
geht, dann durch eine gleiche Aenderung aus b ein 
neues Element c desselben Gebildes hervorgeht, sq 
entsteht das der geraden Linie entsprechende Ge- 
bilde, das Gebiet zweiter Stufe. 

Die gerade Lide wird von dem Punkte konatruirt , wen^ 
dieser seinen Ort stets nach derselben Sichtung hin ändert; sub* 
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«tttnren wit iAit >Aer iBIeiUtimf ndie J^ «nd Wcifee der Aenderong, 

.6. Wenn man alle Elemente eines Gebietes nter 
Stufe einer und derselben Aend^tiuagsweise unter- 
nrimfii w^elobe'aimveavn (in jenemQebdete nicht ent- 
lullten an) '£1 am eutBin f4llirt, so^heisst die Gasammtheit 
dair darah diavaAeaderut^gs-iraisauiiddie entgegen- 
-güaaarts^^ Aerjsettg^baT.enlEleKnaiite ainGeliet (f»-4*l)ter 
£(Ttufe; d'ai3<Oebiet'drititariS:tuf« entsprieht der Ebene, 
€m8 ▼i'erter den g^an^en Bra'ume« 

Watm iBie Ftekte einer gaia&tti Linie sich alle nach emet und 
davselben SidiUmg bewegen, die im neuen (in jener Garadm nieht 
•qnthathanen) Paukten 'tuhrty se ist die Gesammthait der durch diese 
Bewegung und die entgegaagasetste .«fseogbaren Punkte die Ebene; 
und/wenn mttn ^ebenso mit dffn Pnakljendai^Sb^e verfilfarC, so erh&lt 
man den .gaiaienJßaanu rßubstitiiict^mail hier den rHumliohen Be- 
gnffen ii^ vorber aD|^eba]Len absImkllML tOid hält den Partgang 
Ton einer Stufe zur nftchst höheren allgemein fest, so etgiebt mk 
der objge Begxiff. 

> « 

IL Tendana disr in meiner Ausdehnungslehre angewandten 
BaehsungsmatfaDdeaaii der IShdometrle erläutert. 

. 7. Ja meiner Audehnung8ljeb.ra tritt eine eigen- 
thümliche Bechnui^gsmethade hervor, welche, auf die 
Baumlehre übertragen, von uner^pltöpfiicher Frucht- 
barkeit'ist, und hier (in der Baup^lehtre) darin bestekt, 
dass räumliche Gebilde (Punkte, Linien u. s. w.) un- 
mittelbar der Bechnung unterworfen werden. 

Zum Beispiel wird die durch zwei Punkte geführte Gerade ihrer 
Grösse und Xage nach als Yerknüpfimg jener Punkte und zwar als 
eine eigenthümliche Art der Multiplikation aufgefasst (s. unten no. 15), 
ebenso das arvrischen 3 Punkten liegende !breieck seinem Hächen- 
rauih und der Lage seiner Ebene nach als Produkt dreier Punkte, 

*) Soll die gerade Linie und daaihraaliBiprediende fMalde nach faeiSBii 
Seiten unendlich sein, so rnnss der Pnnkt (das Element) auch nach der ent* 
gfe^lkgen^ttten'ttiöhtaAg (AenderQnf8Weii^)To't()<Al^ite&, was wir hier der 
SÜlladHheit wegen ühergangen haben. 
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80 dM8 dkft Pfodnkt null ist, wenn der Flttehenranm jenes Dreiecks 
es ist d* h. ik& drd Punkte in gerader Linie liegen ; femer der I>!ire&- 
sdudttsptmkt sweier gerader Linien, in einem unten (no. 22. xaA 
Aatg. 18») nXfaer m beseielinenden Sinne als Produkt dieser Linien. 

8« Die Tendena dieser Bechnnngsmethode fflr 
die Geometrie ist, die synthetische and anaiytiscfrB 
Methode an rereinigen, d. fa. die Vorallge einer jeden 
aaf den Boden der andc'rn an verpflanzen, indem jeder 
Konstruktion eine einfache analytische Operation 
znr Seite gestellt wird und umgekehrt. 

Zur Erläuterung diene folgendes B^isj^l. Bekanndich he^ 
sehreibt eine Sehe 7 dines veränderHchenDseiechs^' dessen beide andere 
^eken a ß eich in festen geraden Linien A und iB he^nfiegen, md 
dessen Seiten dureh 8 feste Punkte *a, h^ e .'gehsn,* «inen Kegelschnitt. 
Smd a, 5| c die festenPunkte, durchweiche beziehlkah die den!Eoken 
^9 ß% y gegeaüberliegendea Seiten gehen, so sieht man, dass (s. jiou7.) 
raB die Ecke ßy yaBcA die Ecke a darstellt, und da die Ponkte dT, 
hj Yj in Ein^ geraden Linie Uegm, abo Ihr Produkt nmll ist (no. 7.), 
so hat man die Gleichung 

yaBcAby^^O 
als Gleichimg eines von y beschriebenen Kegelschnittes. Man sieht, 
dass diese Gleichung in Bezug auf y vom zweiten Grade ist, und man 
wird schon hierin ein auf alle algebraischen Kurven gehendes wich- 
tiges Gresetz ahnen. 

HL TBtnflMihategaehniiiiMpieftftlii ISr;die.nSMs.»Aiialy— « 

Bie ¥srhnilpAmgen, die in diesem Theile derkusdehnungslehre 
vorkeumeB, sind Addition, Subtraktion, kombiniatofisdie MultipH- 
katfton, kendbiseatoriscfae DIvisiosi. 

9. jE^üTalleArten du Addition -und Subtraktion 
gilt das g'ewOhnliehe'Reclinungsverfahpen. 

10. Fitr alle MuUiplikations* »und Divisions- 
weisen gilt das Gesetz: Statt ein Aggregat von Glie- 
dern mit «inem zeichenlosen Ausdrucke auf irgend 
erine Weis^ zu multiplieiren oder zu dividirern, kann 
man ohne Aenderung des letzten Ergebnisses die 
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einaelnen Gli^de^ mit dieseiii Ausdrueike jAuf dieselbe 
Weise*) multiplicireii od#r dividirea, u&.d..die ein- 
fsel^en Produkte oder Quoti.enten^o zu einem Ag^re« 
jrate verknüpfen, das9 man einem jeden das Zeiehen 
desjenigen. Gliedes roirsetat, durch dessen Multipli- 
kation oder Division ee eatstaade.n ist;, ein Zahlfak- 
tor kann überdies, wenn^Qt ifgetid einem Faktor des 
Produktes' zugeordnet ist^ auch jedem andern oder 

. A 

auch dem Produkte zugeordnet werden; endlich — ist 

allemal 1, wenn il nicht nulHst« 

11. Ein Produkt a*&.c.... nenne ich ein kombina- 
torisches, wenn ausser dem Gesetze no. 10. fttr das- 
selbe noch das Gesetz ^ilt, da'SS, wenn von-den eins ei- 
nen Faktoren a, b, c,.... zwei aufeinanderfolgende 
vertauscht werden, das Produkt entgegengesetzten 
Werth annimmt; und zwar nenne ich a, &, c,.... und 
deren Summen oder Differenzen dann Faktoren erster 
Ordnung. 

Hiemach ist also z. B. a.&.c.ef.»» — a.c.b.d. 

12. Wenn in einem kombinatorischen Produkte 
zweiFaktoren erster Ordnung einander gleich sind, 
so istdas Produkt null. 

Z. B. a.&.&.(2»>0 (wie sich auch sogleich ergiebt, wenn man 
in dem Beispiele zu no. 11. b und c gleich setzt). Folgende Auf- 
gaben .mj^en JEur Erlfinterüng dieser Multiplikationsweise dienen : 

A u fg. 1« Das kombinatorische Ptodukt («let '-f* cc^e^ -(* cc^eg) 
• (A«! -f-Äej 4"Ä^) • (YtH -]rY^ •+"y8«i) ^^ entwickeln, wenn aj, 
«i> «a; A, Ä» Ä; YiJ y%i Xs Zahlengt»seu ; ei, «», e^ aber kombi- 
natorische Faktoren erster Ordoiling bezeichnen. Man erhält durch 
Anwendung der Bedinungsregeln <9 — 12) schlifessHoh den Ausdruck 

(«1 Ars — «1 Ay« + «sAn ~ «s A/i + «lAri — «lArs) «i . «j • «i. 



*) Dieser Ausdruck bezieht sich nicht nur auf die Terknüpfungs- 
Weise im Allgemeinen, sondern aneh auf die Stellung des Faktors in dem 
Produkte. 



• • « 
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Aufg. 2, Drei Olsidnuigeii ersten (Grades mit drei TTnbe- 
kannten durch die Begeln der kombinatorischen Multiplikation zu 
lösen (§. 46.). 

Die drei Gleicbungen seien 

( «jX-f* Äy + XS« ■" *S' 

Man mnltiplicire die 3 Gleichungen beziehlich mit 3 kombina- 
torischen Faktoren erster Ordnung eiy e^, 63 deren Produkt nicht 
null ist, addire sie, und setze 

«iCi -f- «äCj -|- «363 = a, 

SO erhält man die Gleichung 

3 . • , xa-|-y6-j-«c«asc?. 
Multiplicirt man diese Gleichimg kombinatorisch mit b.c, so erhält 
man, weil&.&.c und c.&.c nach no. 12. null sind, die Gleichung 

X . a . & . c «» d*b*c^ also x «» — r — , 

a.o. c 

und auf ähnliche Weise findet man y und z, und erhält 

d*h*c a»d»c a,b,d 

a.o.c a«o.c a,o »c 

Diese Ausdrucke (in welchen die Gesetze der kombinatorischen Mul- 
tiplikation kein Heben der einzelnen kombinatorischen Faktoren ge- 
statten) sind äusserst bequem ftlr die Analyse. Will man die Unbe 
kannten in der gewöhnlichen Form ausgedrückt erhalten, so hat man 
nur aus Gleichung 2. zu substituiren, nach Aufg. 1. zu entwickeln 
und 616263 nach no. 10. im Zähler und Nenner zu heben ; z. B. findet 
man 

^\ß%y% — «1 Axi + «8 Axa — «8Äyi + ^^ßm—^^ßiYz 

Man sieht , wie . dies Yerfiahren nicht nur überhaupt für n 
Gleichungen erstttiGi^ades mit n Unbekannten anwendbar ist, sondern 
wie man auch bei einiger Geläufigkeit hiemach sogleich das End- 
resultat hinschreiben kann, sobald die n Gleichungen gegeben sind. 
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.2V. (i—obiwiUfflwi Begriff» dn -vmnMhhtämtmk Qrgeswi und Vw» 

Imilpiflinggwatoqn in dn Qmam&tdm. 

13. Die räumlichen Orössen erster Stufe sind 
einfache oder vielfache Punkte, und geradeLinien 
von bestimmter Länge und Sichtung. (§ 13. — § 20.) 

Sind Ä und B Punkte, so bezeichne ich die g. L. Tonil nach B^ 
so fem an ihr zugleich Lä^e undBichtnng, aber auch nichts weiter, 
festgehalten wird, mit B — Ä^ ich sage also, dass B — A dann und 
nur dann gleich Bi — Ai sei, wenn die geraden Linien von A nach 
B und von A^ nach Bf gleiche Länge und Bichtung haben. 

14. Die räumlichen Grössen nter Stufe entstehen 
durch kombinatorische Multiplikation von n Orössen 
erster Stufe, welche als Faktoren erster Ordnung an- 
genommen werden. 

In diesem Falle, wenn nämlich die Faktoren erster Ordnimg 
zugleich Grössen erster Stufe sind, nenne ich die Multiplikation eine 
äussere. 

15. Sind A, By O, D Punkte, so bedeutet (§ 106 — 115) 

1) A,B die Linie, welche A und ^zuGränzpunkten 
hat, aufgefasst als bestimmter Theil der durch A und 
B bestimmten unendlichen geraden Linie. 

2) A.B C das Dreieck, dessen Eoken A^ B, C sind, 
aufgefasst als bestimmter Theil der d.ureh Ay By C be- 
stimmten unendlichen £bene. 

3) i4.:B. 0.2> das Tetraeder, dessen Ecten A^ By C, 
D sind, aufgefasst als bestimmter Theil des unend- 
lichen Körper räum es. 

D. h. wir setzen A.B^^A^.Biy wenn beide Produkte gleiche 
und gleich bezeichnete *) Theile derselben geraden Linie vorstellen ; 
femer 

A ,B , C^ss A\ • JB| • \j\y 
wenn beide 'Dreiecke gleiche und gleich bezeichnete Theile derselben 
Ebene sind; endlich 

iA.Ä. <?.2>«--4i.Äi . Ci .Dl, 
beide Tetiaeder gleiehea und gleichbezeiohneten Inhalt haben. 



*) Gleich 'bezeichnet nenne ich swei Grössen , welche entweder beide 
positiTen, oder beide negätiTen Werth haben. 



AtthaagUL f%§ 

16. Sind Ui 6, o Linien von bestimmter Länge 
und Sichtung, so bedeutet (§ 28-<-S6) 

1) a.b das Parallelogramm, dessenSeit^n gleich 
und parallel a nnd b sind, nnd awar aufgefasst alt 
Flftchenraum von bestimmter Grösse nnd Eb«n«n- 
Bichtung*). 

2) a.b.c das Späth (Parallelepipedum), dessen 
Kanten gleich und parallel a, b^ e shid, und zwar aufge« 
fasst als Körperraum von bestimmter G-rttsse. 

D. h. wir setzen 

a*b^^(ii .&!, 
wenn die Parallebgraame, welche durch diese Produkte dargestellt 
sind, in parallelen Ebenen liegen, undgleiehoi undgleiehbeaeidmeten 
Flitchenraum haben ; 

a.^.c^oi •&! .C|, 
wenn die durch diese Produkte daigestellten Spathe gleichen und 
gleichbeseichneten Inhalt haben. 

17. Die Seite (rechte oder linke), nach welcher 
di« Konstruktion einer räumlichen Grösse erfolgt, 
bestimmt ihren positiven oder negativen Werth, 

1) Zwei Theile derselben Linie, Ä • B nnd Äi . ^|, setzen wir 
als gleichbezeichnet, wenn B von Ä aus nach derselben Seite liegt, 
wie j?| von Ai aus. 

2) Zwei Theile derselben Ebene , Ä.B.C und Ai^Bf. C|, 
setzen wir als gleichbezeichnet, wenn C von Ä.B aus nach derselben 
Seite hin liegt, wie Cf von Ä^ . Bi aus, oder deutlicher, wenn dem, 
der in Ä stehend nach B sieht, C nach derselben Seite hin liegt, 
wie Ol dem liegt, der in Äi stehend nach Bi sieht. 

3) Zwei Köipertheile A.B. CD und il| . j?i . Ci . 2>| setzen 
wir als gleichbezeichnet, wenn D von A.B .C aus nach derselben 
Seite hin liegt, wie Df von Af,Bi,Ci aus ; oder deutlicher, wenn 
einer menschlichen Figur, die den Kopf nach A, die Fflsse nach B, 
das Auge nach C hingerichtet hat , der Punkt D nach derselben 



*) Von zwei parallelen Ebenen sage ich , dass sie gleiche Ebenen- 
Bächtnng haben. 
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Sdte liegt, wie Di einer figur, die den Kopf nach A^, die Fflsse 
nach Bit das Auge nach Ci hin gerichtet hat. 

i) 2^w6i parallele Ftachenräume a . 5 und a^ . b^ setzen wir als 
gletchbeaeichnety wenn die Richtnng b von der Richtiing a aus nach 
derselben Seite liegt, wie bf von o^ aus. 

6) Zwei Körperräume a.b,c und a^ . &i . Ci setzen wir als gleich^ 
bezeiehäet, wenn die Richtung e von a . b aus nach derselben Seite 
hin liegt, wie C| von a| . &i aus, d. h. wenn einer menschlichen Figur, 
welcher die Sichtung a von den Füssen zum Kopfe geht, und deren 
Augen in der Richtung bi vorwärts sehen, die Richtung c nach der- 
selben Seite liegt, wie die Richtung ei einer Figur u. s. w. 

18. Es giebt sieben Gattungen räumlicher 
Grössen, in vier Stufen V er theilt: 

1) Einfache oder vielfache Punkte. 
L St. { 2) Gerade Linien von bestimmter Länge und 
Richtung. 

3) Bestimmte Theile bestimmter unendlicher 
rr Q / gerader Linien« 

4) Ebene Flftchenräume von bestimmter 
Grösse und Ebenen- Richtung. 

5) Bestimmte Theile bestimmter unendlicher 
IIL St. l Ebenen. 

6) Bestimmte Körperräume. 
IV. St. 7) Bestimmte Körperräume. 

Bier kommen die Körperräume zweünal vor, theils als Grössen 
dritter Stufe, theils als Grössen vierter Stufe, je nachdem sie als 
Produkte dreier g. L. von bestimmter Richtung und liänge, oder als 
Produkt von 4 Punkten aufgefasst werden. 

19. Gleichbezeichnete Theile eines und desselben 
Ganzen geben als Summe einen ebenso bezeichneten 
Theil desselben Ganzen, welcher so gross ist, als jene 
beiden zusammengenommen. (§8,) 

Z,B,Ä,B und Ai . Bf geben, wenn sie gleichgerichtete Theile. 
derselben unendlichen g. L. sind zur Summe emen eben so gerich- 
teten Theil derselben Linie, welcher so gross ist, als jene beiden 
Theile zusammengenommen. 

20. Je zwei Grössen derselben Stufe, aber auch 



Anhang TU. 26^ 

Bur solche, können addirt werden; der Begriff für die 
Addition solcher Grössen lässt sich allemal bestim-* 
men, wenn man die vorher gegebene Bezeichnung 
dieser Grössen festhält, und die Rechnungsregeln 
ans m. anwendet. 

Aufg. 3. Zwei Punkte Ä und 3 zu addiren. 

Setzt manA'\-B'^28, so erhiüt man B — ^4 = 2 {S — Ä), 
d. h. S ist die Mitte zwischen Ä und B. Also die Summe zweier 
Punkte ist die doppelt genommene Mitte zwischen beiden. 

Aufg. 4. Zwei vielfache Punkte aA und ßB zu addiren, 
wenn die Koeflficienten a imd ß positiv sind, d. h. den Punkt S zu 
finden, welcher der Gleichung 

aÄ'{-ßB^(a'{'ß)8 
genttgt. (§ 94—98.) 

Soll dieser Gleichung genttgt werden, so muss 

sein, und umgekehrt erhält man aus der letzten die erstere. Aus 

der letzten folgt aber die Konstruktion : Man nimmt von der Linie 

ß a 

AB von A WS den Theil , ^ (oder vonB ausdenTheil , J , 

so ist der Endpunkt dieses Theiles der Punkt ^S'. — Also „die Summe 
zweier vielfachen Punkte mit positiven Koefficienten ist ein mit der 
Summe der Koeflficienten multiplicirter Punkt, welcher in der geraden 
Linie zwischen beiden Punkten so liegt, dass seine Entfernungen von 
diesen beiden Punkten sich umgekehrt verhalten, wie die zu diesen 
Punkten gehörigen Koefficienten*)." 

Aufg. 5. Einen Punkt A und eine ger. Linie von bestimmter 
Länge und Bichtung O — B zu addiren. 

Man konstruire eine ger. Linie von A aus, welche mit C — B 
gleich lang und gleich gerichtet ist ; diese sei D — A, so ist D die 
gesuchte Summe ; denn da C — B^=^D — A ist, so ist 

il + (C7— J5) — .4+(2> — il) — D. 

Also „die Siunme eines Punktes A und einer geraden Linie von be* 



*) Man sieht, dass dieser Punkt der Schwerpunkt ist, wenn die Koeffi- 
cienten Gewichte vorstellen. 



«tiiiuxiter LBnge und Bichtimg ist der Eftdimakt draser Idnie« mmiA 
ihr AnfSua^puiikt ist«*' 

Au/g» 6« iäneiL viellach^A Fwikt «Ai und ^e ^ L« von be* 
sümmter Länge und Btchtimg O-r- B zn addii^n. 

Man konstroiie eine g. L. von^ aus, welche mit G-^B gleieket 

Bichtung hat, aber nur— so lang ist; fiese sei D — Ä, so ist al> 

die gesuchte Summe. Denn da. 

C—B — aiI> — Ä) ist, seist 
«4+ (C— B) =» «4+ a{D — -4) s=s «!>• 

Auf g* 7. Zwei ger. Linien von bestimmter Länge und Bichtung 
B — Ä und D — CzvL addiren. 

Man mache E — B^^^D — O, so ist 
(^B—A)'\-{D—C)'^{B — A) + {E—B)^E—A. 
Also „zwei Linien von bestimmter Länge und Bichtung addirt man, 
indem man , ohne die Länge und Bichtung zu verändern , auf den 
Endpunkt der einen den Anfangspunkt der andern legt, dann ist die 
g. L. vom Anfangspunkt der ersten zum Endpunkte der letzten die 
gesuchte Summe. ^ 

Aufg. 8. n ger« Linien von bestimmter Länge und Biebtong 
zu addiren. 

Die wiederholte Anwendung der Auflösung von Au%, 7. führt 
sogleich zu der Lösung dieser Aufgabe, nämlich „n ger. Linien von 
bestimmter Länge und Bichtung addirt man, indem man die einzel- 
nen Linien, ohne ihre Bichtung und Länge zu ändern, nach der Beihe 
stetig d. h. so an einander legt, dass, wo die eine aufhört, die nächst- 
folgende anfingt ; dann ist die g. L. vom Anfangspunkte der ersten 
zum Endpunkte der letzten die gesuchte Summe. *^ 

A n fg. 9. Die Summe von n Punkten il|, A^,..^An zu finden, 
d. h. den Punkt 8 zu finden, welcher der Gleichung 

Ay -y- Ai% -p . • • . An ■** Wö 

genügt. 

Subtrahirt man auf beiden Seiten dieser Gleichung n jS, wo 12 
ein beliebiger Punkt ist, so erhält man 

{A^—R)-\'{A^ — R)^.,..{An—R)^n{8—R). 
Und da aus dieser Gleichung wieder die erstere sich ableiten läast, so 
folgt: „Um n Punkte zu addiren, zieht man von einem beliebigen 
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iTükte i^ die g. L. bach den » Puiakteo, legt sie, ohne ihre Ri^htaiiir 
Knd Lftnge xa ändetii, «teüg an einander nnd awar m^ daas der, An- 
f angspiinkt d^ ercrtea auf E fiillt» vetrbind^ £ mit dam Endptii^B^te 
der letzten dUreh eiixe. g. L» nnd theilt diese Verbindungslinie in n 
gleiche Theile, 90 ist der erste Theilpunkt von M aus der Punkt St 
dessen «Caches di& gesuchte Summe istl 

Attfg. 10« Belieb^ viele vielfache Punkte flU^ /^^, ^« , . au 
addk^Qy welm die Siimme der KoeflQcienten <tf-|4/9rf-. 4,. .• nUht fiull 
^t. ■ '•'/,;■/ 

Setzt man k: 

und subtrahirt auf beiden Seiten (a-^ß .,.,) M, woM-ein beliebiger 
Punkt isty so erhalt man 

«(il~Ä)+/?(Ä — Ä) + *...• — (a+^^ )(iSr— Ä)- 

Also da auch hieraus wieder die erste Gleichung sich abteltfen iKist» so 
folgt „die Summe von beliebig vielen vielfachen Punkten ^4), ftß. . . . , 
deren Koef&cientenrSumme nicht null ist, findet man, indem man^ von 
irgend einem Punkte E ans die Linien naeh A^ B^*,» legt, ^iese 
dann beziehlich mit a, ßy..,. multiplicirt^), die so gewonnenen 
Linien, ohne ihre^Biebtung und Länge zu ttndeni^ istelag an einander 
legt, so dass der Anfangspunkt der ersten in E f^llt, dann E mit dem 
Endpunkte der letzten verbindet und von der Verbindungslinie von 

. ; ' • 1 ...-.,•' 

E aus den Theil — -p-^— ,- nimmt, so ist der mit (a-|-/?. . . .) 

€• ■ 1' ' p ■ j' ' • • . . 

multiplicirte Endpunkt dieses Theiles die gesuchte Summe. ^ 

A u fg. 11. Die Summe von vielfachen Punkten uA » ßBy .... 

zu finden, wenn c^rf-^^-f- » . . . «b Q ist. 

Man subtrahire von der Summe aA'\-ßB'^ .... den Ausdiruck 

(cf-j-i^+'-O *» *> '^W, da diese subtrahirte Grösse nullest, der 
Werth der Summe nioht geändert,, ajiso ist ■ , 

Also „die Summe von vielfachen Punkten, deren Koefficienten- 
summe null ist, isteipeg. It* vcm bestimmter Länge und Richtung, die 

*) Durch solche Multiplikatioii mit einer Zahlgrösse a ändert sich, 
wie man leicht ai«ht, wenn « poaitiv ist, die Bichtmig nicht, während die 
I^äage im Verhältniss 1 : a sich äadar^; und ist a negativ, sa wird die Rich- 
tung die entgegengesetzte. ^ 

19 
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miui dadureh findet, dass man von einem beliebigen Punkte 2? die g. 
L. niftch den gegebenen Punkten zieht, diese soit den diesen Punkten 
zugehörigen Koelficienten multiplieirt, und die Produkte addirt.^ 

Aufg* 12« Zwei Theile Ä.B und CD v0a Linien, die sich 
in E schneiden, eu addiren. 

Man mache E.F gleich Ä.B miäE,0 gleich CD, so ist 
A.B'\'CD^E.r-\-E.Q^E.{F+G)^2E.S, wenn Ä' die 
Mitte von F und Q ist (vergl. Aufg. 3). Also „swei Theile von 
Linien, welche sich schneiden, addirt man, indem man diesen Theilen 
den Durchschnittspunkt als Anfangspunkt giebt; dann ist die doppelte 
g. L. vom Durcbsohnittspunkte zu der Mitte der beiden Endpunkte 
die gesuchte Summe*)." 

Aufg. 13. Zwei parallele Linientheile Ä.B und CD zxi 
addiren , wenn beide nicht gleichlang und zugleich entgegengesetzt 
gerichtet sind. 

Wenn A . B und C D parallel sind , so muss D — C gleich 
a {B — Ä) sein, wo a irgend eine positive oder negative Zahl ist. Da 
nun Ä.B gleich Ä.{B — A) ist, weil A.A nach no. 12. null ist, so 
hat man 

A.B'\'CD-«^A.{B — A)-\-C(D—C) 

-t>^A.{B — A) + aC{B — A) 
^(A^-aOiB — A). 
Ist die Summe A'\-aC gleich {l'\'d)S (vergl. Aufg. 4.) , so wird 
der letzte Ausdruck 

'«-S.{l+a){B — A)^S.{B — A + D—a), 
worin eine einfache Konstruktion jener Summe liegt. 

Aufg. 14. Zwei gleich lange und entgegengesetzt gerichtete 
Limentheile A . B und CD za addiren. 

Liegen beide in derselben g. L., so ist die Summe null. Ist 
dies nicht der Fall, so ist, weil D — C«« — (B — A) ist, 
A.B-\-CD^A.(B^A)-\-C(D—C) 

^A.iB—A)-" C{B~A) 
^{A—C).{B—A). 



*) Diese ist sngleich die Diagonale des Parallelogramms, welches 
jene Linientheile sni Seiten hat, woraus man sieht, dass die 8amme der 
Linientheile die znsammengesetzte Kraft ist, wenn die Linientheile Kräfte 
vorstellen. 
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Dann ist die Summe also ein Flttchenraiim von bestimmter Grösse 
ttnd Ebenen-Richtnng*). 

Aufg. 15. Zwei Flftchemräiime von bestimmter Grösse und 
Ebenenricbttmg a . h und c . (2 zu addiren. 

Sind die Ebenda parallel , so können die schon bach no. 19. 
addirt werden ; sind sie es nicht, so werden beide Ebenen eine Bich- 
tung gemeinschaftlich haben. Es sei e eine g. L., welche diese Rich- 
tung hat, und a . h gleich e ./, cd gleich e.g^ so ist 

Aufg. 16. Zwei Theile A.B.C und D.E.F bestimmter 
Ebenen, die nicht parallel sind, zu addiren. 

Sind die Ebenen nicht parallel , so werden sie sich schneiden. 
Es sei 6^ . ^ ein Theil der Durchschnittslinie , und es sei ^ . B . C7 
gleich G.JE[.J,D,E.Fg\eAch G.H.K, seist 

wenn S die Mitte zwischen J und f ist. Also „Zwei Theile nicht 
paralleler Ebenen addirt man, indem man sie als Dreiecke darstellt, 
deren gemeinschaftliche Grundseite in dem Durchschnitt beider 
Ebenen liegt ; dann ist das Doppelte des Dreiecks, was dieselbe Grund- 
seite hat, und dessen Spitze die Mitte ist zwischen den Spitzen jener 
Dreiecke, die gesuchte Summe. 

Aufg. 17. Zwei Theile A.B.C und D.E.F paralleler 
Ebenen zu addiren. 

Sind die Ebenen parallel, so muss {E — D) . {F — D) gletA a 
{B — A).{C — Ä) gesetzt werden können, wo a eine Zahlengrösse 
ist. Dann ist 

A.B.a\'D.E.F=A.{B~Ä).{C—Ä)+D.(E—D).{F—D)^) 

~(A'^aD).{B — A).{C—A) 
««S.(l + a).(B — .i).(C— A 
wenn {l^ä)S die Summe von A -j- aD ist. Der letzte Ausdruck 
ist 

^8[{B--A).XC-A) + iE-D).iF-D)l 



*) Wie die Samme zweier Linientheile, die nicht in derselben Ebene 
liegen, zu behandeln sei, kann ich. hier nicht ausführen (yergl. Ansdehnungsl. 
§. 61. n. $. 128.). 

•*) vergL no 12. 
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worin wieder eine einfache Konstruktion liegt. Ist jedoch a =■» — 1, 
d. h. sind heide Flächenräume gleich gross, aber entgegengesetzt be- 
zeichnet , so ist Ä 4* ^^ cii^e g* I^* ^01^ bestimmter Richtung und 
Länge (Aufg. 11.); ist diese gleich S — G, so ist 

Ä.B.C+D.E.F^(ff—G).iB — Ä).{C—Ä), 
also die Summe dann ein Körperraum. 

A u fg. 18. Einen Theil A.B. C einer bestimmten Ebene und 
einen Körperranm (Z) — Ä).{B — Ä). {C — Ä) zu addiren. 

A.B.Cr^{D~Ä).{B — A).{C—Ä) 
^A.{B — A).{C~A)^{D — A).{B — A).{G--A) 

= D.{B — A).(C—A), 
woraus der Begriff dieser Addition leicht hervorgeht. 

21. Ein kombinatorisches Produkt dessen Fak- 
toren erster Ordnung Grössen (n — l)ter Stufe sind, 
welche aber alle in einem und demselben Gebiete 
nter Stufe liegen, nenne ich ein eingewandtes Pro- 
dukt, und zwar ein aufjenes Gebiet bezügliches, 

z. B. ein kombinatorisches Produkt von Linientheilen in der 
Ebene, oder von Eben^theilen im Kaume. 

22. Wird von jetzt an die äussere Multiplikation durch blosses 
Aneinanderschreiben , die eingewandte Multiplikation durch einen 
zwischen die Faktoren gesetzten Punkt bezeichnet, so verstehen 
wir unter dem eingewandten Produkte AB .AC, -wo A, 
Bj (7 beliebige Grössen sind, das Produkt iLBC7.^, in 
welchem i45C wie ein zu A gehöriger Koefficient be- 
handelt wird, vorausgesetzt, dass das Produkt auf 
das Gebiet von niedrigster Stufe, in welchem A^ B 
und Czugleich liegen, bezogen wird. 

Aufg. 19. Das auf die Ebene ABG bezügliche Produkt 
zweier Linientheile AB . AjO zu finden* 

Nach no. 22. ist dasselbe gleich ABG.A, d. h. „das Produkt 
zweier Litiientheile, deren Linien sich schneiden, ist der Durchschnitts- 
punkt, verbunden mit einem Theil der Ebene als KoeMcienten.*' 
Denkt man sich einen Theil der Ebene als Einheit angenommen, so 
werden die Ebenentheile, mit denen die Punkte behaftet sind, wiik- 
liche Zahlgrössen und die Produkte erscheinen als vielfache Punkte; 
doch müssen dann alle zu vergleichenden Grössen in derselben Ebene, 
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auf die sich die Produkte beziehen , liegen (wie dies in der Plani- 
metrie immer der Fall ist). 

Aufg. 20. Das Produkt dreier Linientheile -4-B, AC, BO in 
Bezug auf die Ebene ABO zu finden. 

Aufl. AB,AO.BC^ABO.ABC^{ABC)^. 

Aufg. 21.^ Das eingewandte Produkt zweier Ebenentheile 
-4-BCund ABD (in Bezug auf den Körperraum) zu finden. 

Aufl. ABC.ABD — ABCD.AB. 

Aufg. 22. Das eingewandte Produkt dreier Ebenentheile 
ABOy ABDy ACD zu finden. 

A u f 1. ABC. ABD . ÄCD—ABCD .AB OD. A—(ABOD)* . A. 

Aufg. 23. Das eingewandte Produkt von vier Ebenentheilen 
ABC, ABD, ACD, BCD zu finden. 

Aufl. ABC.ABD.ACD.BCD={ABCD)\ 

Anm. Das Produkt zweier Ebenentheile giebt also einen 
Linientheil, das dreier einen Punkt, aber jener Linientheil und dieser 
Punkt haben dann noch einen Baumtheil oder ein Produkt von Raum- 
theilen als Koefficienten, und nimmt man einen Raumtheil als Einheit 
an, so gehen diese Koefficienten in wirkliche Zahlgrössen über. 



Dies etwa sind die wesentlichsten Begriffe, welche in dem ersten 
Theile meiner Ausdehnxmgslehre vorkommen. Aber es ist unmöglich, 
von der unendlichen Fruchtbarkeit dieser neuen Methode für die Be- 
handlung nicht nur der Raumlehre, sondern überhaupt aller Wissen- 
schaften, welche auf räumliche Verhältnisse zurückgehen, hier auch 
nur einen oberflächlichen Begriff zu geben. Ebenso wenig konnte 
ich hier die Beweise liefern, dass in der That die in in. gegebenen 
Rechnungsregeln fUr die einzelnen hier dargelegten Yerknüpfungs- 
weisen gelten , sondern auch hier muss ich auf meine ausführliche 
Schrift verweisen, in welcher diese Beweise in aller Strenge geführt 
sind; und wo zugleich die Entwickelung überall in der Art fort- 
schreitet, dass alles Willkührliche, was noch in der Aufstellung der 
verschiedenen Begriffe zu liegen scheint, verschwindet. ' 



• 



Alphabetisches Yerzeichniss der gebranehten Ennst- 

aosdrttcke. (1877.) 



Die Kunstaasdrücke j welche ich später ganz aufgegeben habe, sind einge- 
klammert. Zu denjenigen , welche ich in der Ausdehnungslehre Yon 1862 
durch andere ersetzt habe, sind die letzteren hinzugefügt und durch ein 

Gleichheitszeichen mit jenen verbunden. 
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(Beziehungsgrösse) § 137. 
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